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PREMIERE PARTIE

CORPS LOCAUX (GENERALITES)






CHAPITRE 1

ANNEAUX DE VALUATION DISCRETE
ET ANNEAUX DE DEDEKIND

§ 1. Définition des anneaux de valuation discréte

Un anneau A est appelé un anneau de valuation discréte si c’est un anneau principal
(Bourbaki, Alg., Chap. VII), et s’il poss¢de un idéal premier non nul m{A) et un seul.

[On rappelle qu’un idéal p d’un anneau commutatif A est dit premier si ’anneau
quotient Afp est intégre.]

Le corps A/m(A) s’appelle le corps résiduel de A. Lu éléments inversibles de A
sont ceux qui n’apparticnnent pas A m(A}; ils forment un groupe multiplicatif; on
les appelle parfois les unités de A (ou du corps des fractions de A) : nous utiliserons
rarement cette terminologie, qui peut préter A confusion.

Dans un anneau principal, les idéaux premiers non nuls sont les idéaux de
1a forme =A, ol = est un élément irréductible. La définition ci-dessus revient donc
4 dire que A poss¢de un élément irréductible et un seul, 4 la multiplication par
un élément inversible prés; un tel élément est appelé une uriformisante de A.

Les idéaux non nuls de A sont de la forme m{(A)" = ="A, ol = est une uniformi-
sante. Si x % 0 est un élément A, on peut écrire x = ="y, avec neN, et  inversible;
Tentier n est appelé la valuation (ou Pordre) de x, et noté o(x); il ne dépcnd pas du
choix de .

Soit K le corps des fractions de A, et soit K* le groupe multiplicatif des éléments
non nuls de K. Si x = a/b est un élément de K*, on peut encore écrire x sous la
forme ="y, avec neZ cette fois, et poser v(x) = n. On vérifie immédiatement les
propriétés suivantes :

a) Lapplication v: K* —Z est un homomorphisme surjectif.

b) On a ox+y) > Inf (o(x), o()).

(11 est commode de convenir que #(0) = + =.)

La connaissance de la fonction » détermine ’anneau A : c’est 'ensemble des
zeK tels que o(x) > 0; de méme m(A) est 'ensemble des xeK tels que v(x) > 0.
On aurait donc pu partir de . De fagon précise :

SERRE : 2
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ProrosiTion 1. Soit K un corps, et soit v : K* — Z un homomorphisme vérifiant les propriétés
a) et b). L'ensemble A des x e K tels que v(x) > O est un anneau de valuation discrite, dont v
est la valuation associée.

En effet, soit = un élément tel que v(x) = 1. Tout xeA s’écrit sous la forme
x = w'u, avec n = v(x), et o(u) = 0, c’est-a-dire u inversible. Tout idéal non nul
de A est donc de la forme z"A, avec n > 0, ce qui montre bien que A est un anneau
de valuation discréte.

Exemples d’anneaux de valuation discréte.

1) Soit p un nombre premier, et soit Z, le sous-ensemble du corps Q des rationnels
formé des fractions /s, ol s n’est pas divisible par p; c’est un anneau de valuation
discréte de corps résiduel le corps F, 4 p éléments. Si v, désigne la valuation associée,
7p(x) n’est autre que I’exposant de p dans la décomposition de x en facteurs premiers.
Un procédé analogue s’applique A tout anneau principal (et méme 3 tout
anneau de Dedekind, cf. § 3).
2) Soit k un corps, et soit k((T)) le corps des séries formelles & une variable sur k. Pour
toute série formelle non nulle

AT = Za,.T", an, # 0,
L2

on définit Pordre o(f) de f comme Uentier n, (cf. Bourbaki, Alg., Chap. IV). On
obtient ainsi une valuation discréte de k((T)), dont I’anneau de valuation est k[[T]],
ensemble des séries formelles 4 exposants >> 0; son corps résiduel est k.

3) Soit V une variété algébrique normale, de dimension n, et soit W une sous-variété
irréductible de V, de dimension n — 1. Soit Ay Panneau local de V en W (Cest-
3-dire 'ensemble des fonctions rationnelles f sur V qui sont définies en au moins un
point de W)..L’hypothtse de normalité montre que Ay €st un anneau intégra-
lement clos; I'hypothése sur les dimensions montre que c’est un anneau local de
dimension 1; c’est donc un anneau de valuation discréte (cf. § 2, prop. 3); son corps
résiduel est le corps des fonctions rationnelles sur W. Si 2, désigne la valuation
associée, et si f est une fonction rationnelle sur V, 'entier 24 (f) est appelé '« ordre »
de fen W; c'est la multiplicité de W dans le diviseur des zéros et des péles de f.
4) Soit S unme surface de Riemann (c’est-a-dire une variété analytique complexe
de dimension 1), et soit Pe S. L’anneau §, des fonctions holomorphes sur un voisi-
nage (non précisé) de P est un anneau de valuation discréte, isomorphe au sous-
anneau de C[[T]] formé des séries convergentes; son corps résiduel est C.

§ 2. Caractérisations des anneaux de valuation discréte

ProposrTioN 2. Soit A un anneau commutatif. Pour que A soit un anneau de valuation discréte,
il faut et il suffit que ce soit un anneau local nosthérien, et que son idéal maximal soit engendré
par un élément non nilpotent.
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[On rappelle qu'un anneau A est dit local s'il posséde un seul idéal maximal,
noethérien si toute suite croissante d’idéaux de A est stationnaire (ou, ce qui revient
au méme, si tout idéal de A est engendré par un nombre fini d’éléments).]

I1 est clair qu’un anneau de valuation discréte vérifie les propriétés de I'énoncé.
Inversement, supposons que A vérifie ces propriétés, et soit = un générateur de
I’idéal maximal m(A) de A. Soit u I'idéal de 'anneau A formé des éléments x tels
que xx™ = 0 pour m assez grand; puisque A est nocthérien, n est de type fini, et
on en conclut qu’il existe un N fixe tel que xx™ = 0 pour tout x en. Ceci étant, nous
allons prouver que l'intersection des puissances m({A)" est réduite & 0 (C’est 14 en
fait un résultat valable dans tout anneau local noethérien, cf. Bourbaki, 4lg. comm.,
Chap. III, § 3). Soit y= (Tm(A)"; on peut écrire y = ="x, pour tout n, d’oll

7" (Xn — WEnp1) = 0, et X, — T €10

La suite des idéaux n + Ax, étant croissante, on en conclut que x,,, €n + Ax, pour
n grand, d’od x.., = 2 + Ix,, z€n, et comme x, = nx,1 + 2, ' €N, on en tire
(1 — ®f)xn1€n; mais 1— =l n’appartient pas 3 m(A), donc est inversible (A
étant local) ; on en conclut que x.,, appartient & 1 pour n assez grand, et, en prenant
n+ 1 >N, on voit que y = n"tlx., est nul, ce qui achéve de prouver que

Nm(A)" = 0.

Par hypothése, aucun des m(A)" n’est nul. Si y est un élément non nul de A, y
peut donc s’écrire sous la forme =", avec x non dans m(A), c’est-a-dire u inversible.

Cette &criture est visiblement unique; elle montre déj que A est intégre. De plus,
si 'on pose n = v(y), on vérifie sans difficultés que la fonction v se prolonge en une
valuation discréte du corps des fractions de A dont ’anneau de valuation est A,
c.q.f.d.

Remarque. Lorsque I'on sait d’avance que A est intégre (ce qui est fréquent dans les
applications), on a ¥ = 0, ®x, = %.41, et la démonstration ci-dessus se simplifie
notablement.

PROPOSITION 8. Soit A un anncau intégre noethérien. Pour que A soit un anneau de valuation
discréte, il faut et il suffit qu’il vérifie les deux conditions suivantes:

(f) A est intégralement clos.

(&) A posséde un idéal premier non nul et un seul.

[On rappeile qu'un élément x d’un anneau contenant A est dit eniier sur A s'il
vérifie une équation « de dépendance intégrale » :

(*) x - alxm—l + -+ a, = 0’ avec g, €A.

On dit que A est intégralement fermé dans un anneau B le contenant si tout élément
de B qui est entier sur A appartient 3 A. On dit que A est intdgralement clos s'il est
intégre et s'il est intégralement fermé dans son corps des fractions. Cf. Bourbaki,
Alg. comm., Chap. V, § 1.]
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I1 est clair qu’un anneau de valuation discréte vérifie (¢2). Montrons qu’il vérifie
(?). Soit K le corps des fractions de A, et soit x un élément de K vérifiant une équation
du type (*), et supposons x non dans A. Cela signifie que s(x) = —m, avec m > 0.
Dans I'équation (*), le premier terme a pour valuation —nm, alors que la valuation
des autres est > — (n— 1) m, qui est >>—m; C’est une contradiction, d’aprés le
lemme suivant :

LeMME 1. Soit A un anncau de valuation discréte, et soient x; des dléments de son corps des
Jractions tels que v(x)) > v(x,) pour i > 2. On a alors

x +x3+ -+ xa # 0.

Quitte & diviser par x,, on peut supposer x; = 1, d’oll o(x;) > I pour i > 2,
c’est-a-dire x;,em(A); comme x,&m(A), on en déduit x; + - - + x.&m(A) ce
qui démontre le lemme.

[Cette démonstration prouve en outre que I’élément x, + - -« 4 x, a méme
valuation que x,.]

Montrons maintenant qu’un anneau intégre et noethérien A qui vérifie (i) et
() est un anneau de valuation discréte. La condition (ii) montre que A est un
anneau local dont I’idéal maximal m est # 0. Soit m’ ’ensemble des xe K tels que
mmc A (c’est-d-dire xp € A pour tout yem); c’est un sous-A-module de K contenant
A. Si y est un élément non nul de M, on a évidemment m’ cy~1A, et comme A est
noethérien, ceci montre que m’ est un A-module de type fini (c’est ce qu’on appelle
un « idéal fractionnaire » de K par rapport 4 A). Soit m.m’ le produit de m et de
m’', c’est-A-dire I’ensemble des Yx;y;, xiem, y;em’; par définition de m', on a
m.m’'c A; d’autre part, puisqiie Acm’, on a m.m’' >m; puisque m.m’ est un idéal,
on a donc, soit m.m’ = m, soit m.m’ = A. On va successivement montrer ;

L Simm' = A, Pidéal m est principal.
II. Sim.m' =m, e si (2) est vérifie, on a m' = A.
III. Si (it) est vérifide, on a m’ # A.

En combinant II et III, on verra alors que m.m’ = m est impossible, d’oi1, d’aprés
1, le fait que m est principal, donc que A est un anneau de valuation discréte (prop. 2).
Reste 4 démontrer les assertions I, IT, III.

Démonstration de 1.

Si m.m' = A, on a une relation Yx; 9 = 1, avec x;em, y;em’. Les produits xy
appartiennent tous 4 A; ’'un au moins, soit xy, n’appartient pas 4 m, donc est un
élément inversible 4. Remplagant x par xu™!, on obtient une relation xy = 1, avec
xemet yem'. Sizem, ona z = x(y2), avec yz€ A puisque yem’; donc Z est un
multiple de x, ce qui montre bien que m est un idéal principal, engendré par x.

Démonstration de I1.

Supposons que m.m' = m, et soit xem’. On a donc sm cm, d’ol, en itérant, x"mcm
pour tout n, c’'est-a-dire x"em’. Soit 4, le sous-A-module de K engendré par les
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puissances {1, x, ..., x| de x; on a a,ca,,, et tous les a, sont contenus dans le
A-module de type fini m'. Puisque A est nocthérien, on a donc ,_; =4, pour # grand,
C’est-a-dire x"ea,_;. On peut alors écrire x* = by + byx + - + ba1x™1, he A,
ce qui montre que x est entier sur A. La condition (i) entraine alors xe A, donc
m = A.

Démonstration de III.

Soit x un élément non nul de m, et formons 'anneau A, des fractions de la forme
/%", avec yeA, et n > 0 arbitraire. La condition (i) entraine A, = K. En effet,
sinon, A, ne serait pas un corps, et contiendrait un idéal maximal non nul, soit p;
comme x est inversible dans A, on aurait x €, ce qui montre que pA 7 m. D'autre
part, si y/x" est un élément non nul de p, on a yepNA, d’olt pNA 5 0. Enfin,
puisque p est premier, il en est de méme de pN A, ce qui est contraire a (i).

Ainsi, tout élément de K s’écrit y/x"; appliquons ceci 4 1z, avec z % 0, et zeA.
On obtient 1/z = y[x", d’olt x* = yzezA. Tout élément de m a donc une puissance
qui appartient 4 P'idéal zA. Soient xy, ..., x, des générateurs de m, et soit # assez
grand pour que x} € zA pour tout i; si ’on choisit N> k(n — 1), tous les mon6mes
en les x; de degré total N contiennent en facteur un x}, donc appartiennent 4 zA;
comme I’idéal m™ est engendré par ces mondmes, on a m™ c zA. Appliquons ceci avec
zem. On en conclut qu’il existe un plus petit entier N > 1 tel que m® c zZA; choisis-
sons yem¥~1, y¢& zA (on pose m® = A, par convention). On a alors myc zA, d’olr
yjzem, et y/z& A, ce qui prouve bien que m’ 7% A et achtve la démonstration.

Remarque. La construction de m’ n’utilise pas les hypothéses faites sur A et m; pour
tout idéal non nul & d’un anneau intdgre A, on peut définir a’ comme ’ensemble
des xe K tels que xac A; si A est noethérien, c’est un idéal fractionnaire. Lorsque
aa’ = A, on dit que a est inversible. La démonstration de I prouve que, dans un
anneau local, tout idéal inversible est principal.

§ 3. Anneaux de Dedekind

Rappel. Soit A un anneau intégre, de corps des fractions K, et soit S une partie de A
stable pour la multiplication et contenant 1 (une telle partie sera appelée mult:-
plicative); on suppose en outre que 0 n’appartient pas 4 S. L’ensemble des élé-
ments de K de la forme x[s, xe A, s€S est un anneau que I’on note S~'A. L’appli-
cation p’ —p' n A est une bijection de 'ensemble des idéaux premiers de S—1A
sur I'ensemble des idéaux premiers de A ne rencontrant pas S.

Ceci s’applique notamment lorsque S = A — p, ot p est un idéal premier de A.
L’anneau S—*A correspondant se note Ay; c’est un anneau local d’idéal maximal pA,
et de corps résiduel le corps des fractions de Afp; les idéaux premiers de A, corres-
pondant aux idéaux premiers de A contenus dans p. On dit que Ay est le localisé de
A en p (ou pour p), cf. Bourbaki, Alg. comm., Chap. II, § 2.
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ProrosITION 4. Si A est un anneau intdgre nocthérien, les deux propriéiés suivantes sont
équivalentes -

(i) Pour tout idéal premier p + O de A, Ay est un anncau de valuation discréte.

(i) A est intégralement clos et de dimension < 1.

[Un anneau intégre A est dit de dimension < 1 si tout idéal premier non nul
de A est maximal; il revient au méme de dire que, si p et p’ sont deux idéaux pre-
miers de A tels que pcp’, on a p=0 ou p =p'.]

(i) entrafne (ii) : Si pcy’, alors Ay contient I'idéal premier pA,, ce qui entraine
p=0o0uyp =1y (cf. prop. 3, (#)). D’autre part, si a est entier sur A, il est a fortiori
entier sur chaque Ay, et d’aprés la prop. 3, (i), il appartient A tous les Ay. Si ’on
écrit a sous la forme a = bfc, avec b, ce A et ¢ % 0, et si a est I'idéal des xe A tels
que zb e cA, I'idéal a n’est contenu dans aucun idéal premier p, d’oll a = A et ac A.

(i) entrafne (i) : Il est clair que les A, vérifient la condition (i) de la prop. 3,
et il suffit donc de prouver qu’ils sont intégralement clos. Soit x un élément entier
sur Ay. En faisant apparaitre un dénominateur commun des coefficients de ’équation
de dépendance intégrale de x sur Ay, on peut écrire celle~ci sous 1a forme :

sx* + a1l 4+ .- 4 a, =0, avec acA, seA-—y.

Multipliant par s"~1, on obtient une équation de dépendance intégrale de sx sur A,
ce qui entraine sxe A, d’oll x €Ay,

Remarque. La démonstration ci-dessus établit en fait le résultat suivant :

Soit A un sous-anneau d’un corps K, et soit S une pariie multiplicative de A ne contenant
pas 0. Pour qu'un élément de K soit entier sur S—'A, il faut et il suffit qu’il soit de la forme a'|s
ot @' est entier sur A, etioll s appartient & S. ]

(Le passage aux anneaux de fractions commute 4 la fermeture intégrale.)

Dérinrrion. Un annean’ intégre, nocthérien, et qui posséde les deux propriétés équivalentes
de la proposition 4, est appelé un anneau de Dedekind.

Exemples: Tout anneau principal est un anneau de Dedekind. L'anneau des entiers
d’un corps de nombres algébriques est un anneau de Dedekind (appliquer la prop. 9
ci-aprés 4 'anneau Z). Si V est une variété algébrique affine, définie sur un corps
algébriquement clos £, ’anneau de coordonnées {V] de V est un anneau de Dedekind
si et seulement si V est non singulitre, irréductible, et de dimension < 1.

ProrostTion 5. Dans un anneau de Dedekind, tout idéal fractionnaire non nul est inversible.
[Si K est le corps des fractions de A, un idéal fractionnaire a de A est un sous-A-
module de type fini de K. On dit que a est inversible s'il existea’ c K avec ¢.a’ = A.]
Dans un anneau de valuation discréte, un idéal fractionnaire est de la forme
="A, oll neZ, et est donc inversible. La proposition en résulte par localisation,
compte tenu de :

(a.5)y =a, by; (a+B)y=10ay,+by; (a:b)y=(a,:by) sib est de type fini.
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[(a : B) désigne P'idéal des x de K tels que xbca. Sia’ = (A : a), dire que & est
inversible revient A dire que a.a’ = A.]

CoROLLAIRE. Les idéaux fractionnaires non nuls d’un anneau de Dedekind forment un groupe
pour la multiplication.
Ce groupe est appelé le groupe des idaux de I’anneau.

PrOPOSITION 6. Si xe A, x 5% 0, il n’y a qu’un nombre fini d’idéaux premiers contenant x.
En effet les idéaux contenant x vérifient la condition de chaine descendante :
si Axcaca'cA, on a Ax-1na~12a’~15 A et A est noethérien.
Il en résulte que si x&p;, Py, ...y Pis - ., la suite

pl:;plnng...gplnp’n...npk3...

est stationnaire, ce qui veut dire que, 4 partir d’un certain rang, on a

P2 PiNPs-- AP D Paha - Pk

ce qui, comme les p, sont premiers, montre que y; est 'un des p,, ..., ps.

COROLLAIRE. Si on note v, la valuation de K définie par Ay, pour tout x e K*, les nombres
vy(x) sont presque tous nuls (i. e. nuls sauf un nombre fini).

Soit maintenant a un idéal fractionnaire quelconque de A; il n’est contenu que
dans un nombre fini d’idéaux premiers p. L’image a, de a dans A, est de la forme
ay, = (pA,)"s® ol les vy(a) sont des entiers rationnels presque tous nuls.

Si I’on considére I'idéal a, = H Py’ et idéal a, des x tels que 2y(x) > v,(a) pour
b

tout p, les trois idéaux a, 4, et a, sont égaux localement (i. e. ont les mémes images dans
tous les A,). Un raisonnement facile montre alors qu’ils sont égaux, d’ot :

Prorosition 7. Tout idéal fractionnaire a de A sderit de maniére unigue sous la_forme :
a = [Jp»@,

o les vy(a) sont des entiers presque tous nuls.
On a les formules suivantes, conséquences immédiates de la proposition précé-
dente :
2(a.5) = 0,(a) + 3,(B)
2y((b : a)) = y(b.a~1) = 5,(b) — n,(a)
zp(a + B) = Inf (vy(a), 2y(b))
op(xA) = vy(x).
De plus :

LEMME D’APPROXIMATION. Soit k un entier. Pour tout ¢, 1 < i < k, soient p; des idéaux
premiers de A distincts deux & deux, x; des éléments de K, et n, des entiers. Il existe alors
xeK tel que vy, (x— x)) > ni pour tout 3, et vy(x) 22 O pour q % by, ..y Pue
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Supposons d’abord que les x; appartiennent & A, et cherchons une solution x
appartenant 2 A. Par linéarité, on peut supposer que x, = --- = x; = 0. Quitte
A augmenter les n;, on peut également supposer que ceux-ci sont > 0. Posons

o=y + . B
On a vy(a) = 0 pour tout p, d’ot ¢ = A. On en conclut gue
X3 =x+ avec yep, xepyr...pmh

et Pélément x vérifie les propriétés voulues.
Dans le cas général, on pose x;, = aifs, avec a;€A, seA, s#0, et x = afs.
L’¢lément a doit vérifier les conditions : A

o (a — a) > mi + ovy(s), 1<igk
vq(a) > vq(:) pour  q 7 Py, ooy Pre

Ces conditions sont du type envisagé ci-dessus (il faut adjoindre A la famille jp}
les idéaux premiers q tels que y(s) > 0); d’olr P'existence de g, ce qui achéve de
démontrer le lemme.

CoROLLAIRE. Un anneau de Dedekind qui n’a qu’un nombre fini d’idéaux premiers. est
principal.

I1 suffit de montrer que tous les idéaux premiers sont principaux. Or si p est
Pun d’entre eux, il existe x€ A avec vy(x) = 1 et 75(x) = 0 pour q 5 y, c’est-a-dire
tel que xA = p.

§ 4. Extensions

Dans tout ce paragraphe, on se donne un corps K et une extension de degré fini L
de K; son degré [L : K] sera noté .

On se donne également un anneau A, noethérien et intégralement clos, de corps
des fractions K. On note B la fermeture intégrale de A dans L (c’est-a-dire I'ensemble
deséléments de L qui sont entiers sur A). D’apres la remarque qui suit la proposition 4,
on a K.B = L. En particulier, le corps des fractions de B est L.

Nous ferons dans ce qui suit ’hypothése suivante :

(F) L’anneau B est un A-module de type fini.

Cette hypothése eniraine que B est un anneau noethérien intégralement clos.
Prorosition 8. L’hypothése (F) est vérifie lorsque LK est une extension séparable.

Soit Tr : L — K Yapplication trace (Bourbaki, Alg., Chap. V, § 10, n° 6). On
sait (loc. cif., prop. 12) que Tr(xy) est une forme K-bilinéaire symétrique non
dégénérée sur L. Si x appartient 4 B, les conjugués de x par rapport 4 K (dans une
extension convenable de L) sont entiers sur A, et il en est de méme de Tr (x) qui est
leur somme; comme Tr (x) €K, on en conclut que Tr (x) € A.

Soit alors {¢;} une base de Lisur K, avec ¢; e B, et soit V le A-module libre engendré
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par les e Pour tout sous-A-module M de L, soit M* 'ensemble des xeL tels que
Tr(xy) € A pour tout ye M. On a évidemment :

VeBecB*c V™ -

Comme V* est le module libre engendré par la base duale de ¢, (par rapport 4 la
forme bilinéaire Tr (xy)), on en conclut bien que B est un module de type fini.

Remargues. 1) Le méme raisonnement montre que B* est un B-module de type fini,
c’est-A-dire 1m-idéal fractionnaire de B. Son inverse s’appelle 1a différente de B sur
A, cf. Chap. III, § 3.

2) On peut montrer que ’hypothése (F) est vérifiée lorsque A est une algebre
de type fini sur un corps (cf. Bourbaki, Alg. comm., Chap. V), ou lorsque A est un
anneau de valuation discréte complet (cf. Chap. II, § 2).

PRrOPOSITION Q. Si A est de Dedekind, B est de Dedekind.

On sait déja, grice A I'hypothése (F), que B est noethérien intégralement clos.
D’aprés la proposition 4, il nous suffit donc de montrer que B est de dimension < 1.
Soit P, P, <P, une chaine d’idéaux premiers distincts de B. Le lemme suivant
montre que les P;N A sont distincts (ce qui contredit le fait que A est de dimension

<I):

LemME 2. Soient A et B deux anneaux, avec A c B, ¢t B entier sur A. Si P c O sont deux
tdéaux premicrs de B tels que BNA = DNA, on a P = .

Passant au quotient par $, on peut supp0ser que P = 0. Si O 5 B, il existe un
élément non nul xeO. Soit

g x4y =0, aeEA,

son éguation minimale sur A. On a g, % 0, et g, appartient 4 'idéal de B engendré
par x, donc &4 O NA =PNA, ce qui est absurde.

Remarque. On peut montrer que la proposition g reste valable méme lorsque I'hypo-
thése (F) n'est pas vérifiée (cf. Bourbaki, Alg. comm., Chap. VII).

Conservons les hypothéses de 1a prop. ¢. Si § est un idéal premier non nul de B,
etsip = PNA, on dira que P divise p (ou que P est « au-dessus » de p), et on crira
Blp. Cette relation équivaut aussi A dire que P contient 'idéal pB de B engendré par p.
On notera ep P'exposant de P dans la décomposition en idéaux premiers de pB.
On a donc :

g =op(B), B=][ps.
Biv

L'entier ep est appelé Uindice de ramification de P dans Pextension L/K.
D’autre part, si B divise p, le corps B/P est une extension du corps A/p. Comme B
est de type fini sur A, B/P est une extension de degré fini de Afp. Le degré de cette
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extension est appelé le degré résiduel de B dans Pextension L/K, et noté /3. On a donc:

S =[B/B : Ajpl.
[Quand on veut préciser K, on écrit egy, et fiyy au lieu de egp et fip.]
Lorsqu’il y a un seul idéal premier § qui divise y, et que fg =1, on dit que
L/K est totalement ramifiée en p.
Lorsque ep = 1 et que B/ est séparable sur Afp, on dit que LK est non ramifide
en P. Si L/K est non ramifiée pour tous les idéaux premiers B divisant p, on dit que
L/K est non ramifiée au-dessus de p (ou « en p »), cf. Chap. III, § 5.

PRoPOSITION 10. S0it p un idéal premier non nul de A. L'anncau B[pB est une Alp-algébre
de degré n =[L : K], isomorphe au produit | | B/B®. On a la formule :
Blv

n= 2 egfm.

Soit § = A —p, soit A’ = S~1A, et soit B' = S~!B. L’anneau A’ = A, est un
anneau de valuation discrite, et B’ est sa fermeture intégrale dans L (cf. 1a remarque
suivant la prop. 4). On a A"fpA’ = AJp, et ’on voit facilement que B'fpB’ = B/pB.
Comme A’ est principal, ’hypothése (F) montre que B’ est un module libre de rang
n =[L: K] et B'/pB’ est libre de rang n sur A’/pA’. On voit donc bien que B/pB
est une algtbre de degré a.

Puisque pB ={1§°®, Papplication canonique

B/pB — | | B
Bly

est injective; le lemme d’approximation montre qu’elle est surjective; c’est donc
un isomorphisme. En comparant les degrés, on voit que n est égal i 1a somme des

degrés
ng = [B/S°P : Ajp).

On a np= li [B/B+1: Afp] = eqp.[B/B : Afp] = epfp, ce qui achéve de

démontrer la proposition.

COROLLAIRE. Le nombre des idlaux premiers P de B qui divisent un idéal premier p de A est
compris entre 1 ¢é n. St A n’a qu’un nombre fini d’idéaux premiers, il en est de méme de B (qui
est donc principal). "

Remarque. Lorsque Phypothése (F) n’est pas vérifiée, la somme des eg fiy est encore
égale au degré de B/pB, mais ce degré peut étre <<n.

Soit  un idéal premier non nul de B, et soit p = ANP. Il est clair que
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vsp(%) = egoy(x) si xe K. On dit (par abus de langage) que la valuation g prolonge la
valuation s avec I'indice es. Réciproquement :

ProrostTioN 11. Soit w une valuation discréte de L qui prolonge vy avec Pindice ¢. Il existe
alors un diviseur premier P de p tel que w = v et ¢ = egp.

Soit W I’anneau de w, et soit 3 son idéal maximal. Cet anneau est intégralement
clos, de corps des fractions L, et contient A; il contient donc B. Soit § = QN B.
On a évidemment PNA =p, d'ot P divise p. L'anneau W contient donc Bg.
Mais on vérifie tout de suite que tout anneau de valuation discréte est un sous-
anneau maximal de son corps des fractions. On a donc W = By, d’otht w = og et
e = ep.

§ 5. Les homomorphismes de norme et d’injection

On garde les hypothéses du paragraphe précédent. On note I, et I, les groupes des
idéaux de A et de B. On va définir deux homomorphismes

i I, »1I4

N: I;—»I,.

Comme I, (resp I;) est le groupe libre engendré par les idéaux premiers non nuls p
de A (resp B de B), il suffit de définir i(p) et N(PB). On pose :

it) =38 = [ Lnw
N®) =3 s Bip.
D’aprés 1a proposition 10, on a N(z(a)) = a" pour tout aeI,. L’homomorphisme :
fait correspondre 3 un idéal a de A Yl'idéal aB engendré par a.
Ces deux homomorphismes peuvent s’interpréter de fagon plus suggestive au
moyen de « groupes de Grothendieck » convenables :

Soit €, la catégorie des A-modules de longueur finie, Si Me€, et si M est de
longueur m, M posséde une suite de Jordan-Hélder: ‘

0=MycM;c ... cM, =M,

chaque Miy/M,_, étant isomorphe 4 un A-module simple, c’est-A-dire 3 un quotient
A/fpi, ot P, est un idéal premier non nul de A (on écarte le cas trivial oit A = K).
D’aprés le théoréme de Jordan-Hoélder, la suite des Afp; ne dépend, A une permu-
tation prés, que de M, et Pon peut poser :

a(M) = [Ip.

Exemple: Lorsque M = b/a, o1 @ et b sont deux idéaux fractionnaires non nuls tels

que ach, on vérifie tout de suite que y,(M) = a.b-1. En particulier, y,(Afs) =a
st acA.

L’application y, : €, - I, est « multiplicative » : si on a une suite exacte :

0-M-->M->M -0
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de A-modules de longueur finie, on a y,(M) = y, (M), (M"). Réciproquement,
toute application multiplicative f: €, —+ G, od G est un groupe commutatif, se
met de fagon unique sous la forme g o y,, 0dl g est un homomorphisme de I, dans G
(il suffit de définir g(p) comme f(A/p)). En d’autres termes y, identifie le « groupe
de Grothendieck » de €, au groupe I,.

Définissons de méme €, et y, @ € —I;. Il est clair que tout B-module de
longueur finje est de longueur finie sur A. On définit ainsi un foncteur exact
€5 — C,, d’0d un homomorphisme de I, dans I,. Cet homomorphisme n’est autre
que la norme. En d’autres termes :

Prorosition 12. Si M est un B-module de longueur finie, on a y, (M) = N(35(M)).

Par linéarité, il suffit de considérer le cas od M = B/, auquel cas cela résulte de
la définition de la norme.

D’autre part, tout A-module de longueur finie M définit par produit tensoriel
avec B un module M, de longueur finie. Le foncteur €, — €, ainsi défini est encore
exact (par localisation, on se raméne au cas od A est principal, et B est alors un
A-module libre). D’oll également un homomorphisme I, — I, qui cette fois
coincide avec Iinjection :

ProPOSITION 13. Si M est un A-module de longueur finie, on a y5(My) = i(y, (M)).
Par linéarité, il suffit de considérer le cas ol M = A/p, d’olt My = B/pB, et
la proposition est évidente.
La proposition suivante montre que la restriction de N aux idéaux principaux
de B coincide avec I'application usuelle de norme définie dans Bourbaki, Alg.,
Chap. V:

ProOPOSITION 14. Si x‘eL, on a N(xB) = N, (x)A.

On peut supposer que x est entier sur A et en localisant que A est principal.
L’anneau B est alors un A-module libre de rang n. Soit , la multiplication par x
dans B. On a: N, ;(x) = det (&) et N(xB) = y, (B/xB) = y, (Coker u;). On est
donc ramené au :

LeMME 3. Soient A un anneau principal et u : A* — A" une application lintaire telle que
det (1) % 0. Alors det (u)A = y, (Coker u).

L’idéal det (#)A ne changeant pas lorsqu’on multiplie # par une application
lindaire inversible, on peut se ramener par le théoréme des diviseurs élémentaires
(Bourbaki, Alg., Chap. VII, § 4, n® 5, prop. 4) au cas od u est diagonal. La démons-
tration se fait alors par récurrence sur n, le cas n = 1 étant la propriété déja
remarquée : x,(Afa) =a.

§ 6. Exemple: extensions monogénes

Dans ce paragraphe, nous nous placerons de nouveau dans le cas local. Soit donc A
un anneau local de corps résiduel k. Soit n un entier > 1, et soit fe A[X] un polynéme
unitaire de degré n. Soit B, ’anneau quotient de A[X] par I'idéal principal (f)
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engendré par f C’est une A-algtbre, libre et de type fini sur A, admettant pour
base {1, X, ..., X"~1|. Nous allons tout d’abord déterminer ses idéaux maximaux.
Pour cela, notons m I'idéal maximal de A, et posons B, = B;/mB, = A[X]/(m, f).
Si ’on note f P'image de f dans k[X] par réduction mod.m, on a donc :

B, = KX)/(f)-
Soit f = Ho,t la décomposition en facteurs irréductibles du polynéme f dans

k[X], et, pour chaque i, choisissons un polyndme g e A[X] tel que g, = ¢,. Avec
ces notations, on a :

LemME 4. Soit my = (m, g,) l'idéal de B, engendré par m et 'image canonique de g, dans By;
les idéaux wy, ¢ € I, sont maximaux, deux & deux distincts, et tout idéal maximal de By est
égal & Pun d’eux. Le quotient B,/wmy est isomorphe au corps ki = k[X]/(q1).

Par définition, m, est image réciproque dans B, de I'idéal m; de B, engendré
par ¢; comme B /(p) = k = k[X]/(p), il est clair que m; est maximal et que
B;/m; = k. Pour montrer que tout idéal maximal u de B, est égal 4 I'un des m,
il suffit de prouver que u contient m (car alors u sera I'image réciproque de I'un des
idéaux maximaux (g;) de B;). Or, sinon, on aurait » + mB; = By, et comme By
est un A-module de type fini, le lemme de Nakayama (Bourbaki, Alg., Chap. VIII,
§ 6, n® 3) montrerait que u = B, ce qui est absurde.

Supposons maintenant que A soit un anneau de valuation discréte ; nous allons donner
deux cas particuliers dans lesquels on peut affirmer que B; est lui aussi un anneau
de valuation discréte.

(i) Cas non ramifié,

PROPOSITION 15. Si A est un anneau de valuation discrite, et si f est irréductible, By est
un anneau de valuation discrite d’idlal maximal mB,, de corps résiduel k[X]/(F).

D’aprés le lemme 4, B, est un anneau local, d’idéal maximal mB,, et de corps
résiduel k[X]/(f). De plus, si = engendre m, I'image de = dans B, engendre mB, et
n’est pas un élément nilpotent. D’aprés la proposition 2, B, est un anneau de valuation
discrete, c.q.f.d.

CoRroLLAIRE 1. St K est le corps des fractions de A, le polynéme f est srréductible dans K[X].
Si de plus L désigne le corps K[X]/(f), Panneau B, est la fermeture intégrale de A dans L.

On a K[X]/(f) =B,®, K. Comme B, est intégre, on en conclut que B, ®, K
Pest aussi, donc que K[X]/(f) est un corps. Comme B, est intégralement clos et
admet pour corps des fractions L, c’est bien la fermeture intégrale de A dans L.

COROLLAIRE 2. Si f est un polynbme séparable, I'extension LK est non ramifiée.
C’est clair.
La proposition 15 admet la réciproque suivante :

ProrosrrioN 16. Soit A un anneau de valuation discréte, de corps des fractions K, et soit L
une extension finie de degré n de XK. Soit B la fermeture intégrale de A dans L. Supposons
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que B soit un anneau de valuation discrdte, et que le corps résiduel T de B soit une extension
monogine de degré n du corps résiduel k =X de A. Soit x un élément de B dont Pimage x dans
L engendre L sur k, et soit f le polyndme caractéristique de x sur K. Alors P homomorpkisme de
A[X] dans B qui applique X sur x définit par passage au quotient un isomorphisme de B, sur B.

Les coefficients de f sont entiers sur A et appartiennent & K; comme A est inté-
gralement clos, ils appartiennent & A. De plus, on a f{x) =0, ce qui montre que
Papplication A[X] — B définie par x se factorise bien en A[X] — B; — B. D’autre
part, ona f (%) = 0; comme % est de degré nsur k, on en conclut que fest le polynéme
minimal de ¥ sur k, donc est irréductible. On est alors dans les conditions d’appli-
cation du corollaire 1 ci-dessus, et la proposition en résulte aussitét.

(1i) Cas totalement ramifié.

PROPOSITION 17. Supposons que A soit un anneau de-valuation discréte, et que f soit de la
Jorme sutvante:

f=X"+4+aX"" 4 ... 44, gem, az.&md

Alors B, est un anneau de valuation discréte, d’idéal maximal engendré par l'image x de X,
et de corps résiduel k.
[Un polynéme de la forme ci-dessus est appelé un « polynéme d’Eisenstein ».]
On a f= X". Le lemme 4 montre donc que By est un anneau local d’idéal maxi-
mal engendré par (m, x). De plus, I’élément = = 4, est une uniformisante de A.
Comme :

—x=x" a1 4 .-+ 4 apax,

on voit que = appartient 4 I'idéal (), et on en conclut que (m, x) = (x). Comme =
n’est pas nilpotent, il en est de méme de x, et la proposition 2 montre bien que By
est un anneau de valuation discrte, c.q.f.d.

On en déduit comme précédemment :

CoRroLLAIRE. Le polyndine f est irrdductible dans K[X], et si L = K[X]/(f), anneau
By est la fermeture intégrale de A dans L.
Ici encore, on a une réciproque :

Prorosrrion 18. Soit A un anneau de valuation discrite, de corps des fractions K, et soit
L une extension finie de degré n de K. Soit B la fermeture intégrale de A dans L. Supposons
que B soit un anneau de valuation discrdte, et que la valuation associde prolonge celle de A avec
Uindice de ramification n. Soit x une uniformisante de B, et soit f le polynime caractéristique de
x sur K. Alors f est un polynime d’Eisenstein, et I’ homomorphisme de A[X] dans B qui applique
X sur x définit par passage au quolient un isomorphisme de B, sur B.

On voit comme dans le cas (i) que les coefficients de f appartiennent 4 A. Ecri-
vons alors fsous la forme :

f= aoxn+"' + an, E(EA, a4y =1
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Puisque f(x) =0, on a:
2" + -« +a, =0.

Soit w la valuation discréte associée 4 B. On'a w(x) = 1, et w(a) = 0 mod. nsi aeA.
Soit r = Inf (w(ax"}), 0 < ¢ < n. D’aprés le lemme 1 du § 1, il existe deux entiers
ietj, avec 0 < i<<j< n, tels que

r = w(ax"") = w(apx").

On en tire j —i = w(aj/a;) == 0 mod. n, ce qui n’est possible que st : =0, j = n,
d’olt r = n, w(a.) = n, w(a) > n —i pour tout i > 1; le polyndme f est donc un
polyndme d’Eisenstein, et la proposition résulte alors du corollaire A la proposition 17.

Exercice. Les notations étant celles du lemme 4, montrer que, si ¢ = 1, 'anneau local (B))y;
correspondant est un anneau de valuation discréte.

§ 7. Extensions galoisiennes

Nous revenons maintenant aux hypothéses et notations des paragraphes 4 et 5, et
nous supposons en outre que L/K est une extension galoisienne. Son groupe de Galois
sera not¢ G(L/K).

ProposiTioN 19. Le groupe G(L/K) opére transitivement sur I'ensemble des idéaux premiers
B de B divisant un idéal premier donné p de A.

Soit PB|y, et supposons qu’il existe un idéal premier P’ de B au-dessus de p distinct
des 5(B), se G(L/K). D’aprés le lemme d’approximation, il existe aeP’, a ¢ s(PB)
pour tout . Si x = N/ (a), on a xeA, et x = [[5(a), ol x&P, xeP’, ce qui est
absurde puisque PNA = P'NA.

CoROLLAIRE. Soit p un idéal premier non nul de A. Les entiers ey ef fy (pour P divisant p)
ne dépendent que de . Si on les nole ey, fi, et si g, est le nombre des idéaux premiers |, on a

n = ¢, fogy-
C’est évident.

Le sous-groupe de G(L/K) formé des s tels que s{() = s’appelle le groupe de
décomposition de P dans L/K; nous le noterons Dg(L/K), ou parfois simplement D.
Si P’ est un autre idéal premier de B au-dessus du méme idéal p de A, la proposition 19
montre que Dy (L/K) est conjugué de Dg(L/K). L'indice de D dans G(L/K) est
égal au nombre g, des idéaux premiers de B divisant p.

Fixons maintenant I’idéal , et écrivons G, D, ¢, f, g au lieu de G(L/K), Dy(L/K},
¢y, Sy gp- Le groupe D correspond par la théorie de Galois 4 une extension K, de
K contenue dans L; cette extension n’est galoisienne que si D est invariant dans G.
On a:

K,:Kl=¢ [L:Kjl=¢f G(L/K,)=D.
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Si E est un corps intermédiaire entre K et L, soit B; = E n B la fermeture intégrale
de A dans E, soit B, = P n B, et soit E le corps résiduel B,/P,. Ceci s’applique
notamment 4 K et L, et définit les corps K et L. Si se D, s définit par passage au
quotient un K-automorphisme 5 de L. Nous obtenons ainsi un homomorphisme

¢ : D - G(L/K)

dont le noyau est appelé le groupe d’inertic de P, et noté Tg(L/K), ou simplement T.
I1 lui correspond une extension galoisienne K. /K,, du groupe de Galois D/T; on a

G(L/K;) =T.

ProposITION 20. Lextension résiduelle T/K est quasi-galoisienns (« normale » au sens
de Bourbaki, Alg., Chap. V, § 6), et I’homomorphisme

¢: D—-G({L/K)

définit un isomorphisme de D|T sur G(L/K).

Montrons d’abord que L/K est quasi-galoisienne. Soit GeL, et soit aeB un
représentant de @. Soit P(X) = [[(X — s(a)), ol s parcourt G; c’est un polynéme
unitaire & coefficients dans A, qui admet a pour racine. Le polynéme réduit L(X)
a pour racines les 5{a); ceci suffit & prouver que L est quasi-galoisienne sur K, cf.
Bourbaki, loc. cit., cor. 3 4 la prop. 9. Passons maintenant 4 ¢. Choisissons pour @
un élément primitif de la plus grande extension séparable L, de K contenue dans L;
le « lemme d’approximation » du § 3 montre qu’il existe un représentant a de @
qui appartient 4 tous les idéaux premiers s(8), s & D. Formons comme ci-dessus le
polynéme P = [[(X — s(a)). Les racines non nulles de P(X) sont de la forme
5(@), avec s« D; on en conclut que tout conjugué de g est égal 4 'un des 5(3), avec
seD, ce qui démontre la surjectivité de ¢, d’ol1 la proposition.

Nous noterons L, la plus grande extension séparable de K contenue dans L.
D’aprés ce qui précéde, c’est une extension galoisienne de K, de groupe de Galois
D/T. Nous poserons :

fo=[L:K]=[L:K}, p=[L:L]=[L:K]
f=fop'-

ProrosiTION 21. Les nolattons étant comme ci-dessus, soient w, w,, wy, v les valuations
discréles définies par les idéaux P, By, By, p. Alors:

a) [L:K;] =, (K, :K,) = [Kp:K]=g.

b) w prolonge w, avec Pindice e, w., et wy, prolongent v avec Pindice 1.

¢) X, =L,K, = K. Ezparticutier [L : K] = p, [K; : K] =f0, [Kp : K] =1.

On sait que ’ordre de D est ¢f, et I'on vient de voir que celui de DT est f;;
celui de T est donc ¢p*, ce qui démontre a).

D’autre part, appliquons au groupe T la proposition 20. On en conclut que L.
est radicicl sur K. En particulier, tout élément x €L, est radiciel sur K, ; comme x
est séparable sur K qui est contenu dans K, cela montre que xeK,. Donc K,

On a:
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contient L,, et Pon a [L: K] < ¢, i. e. f(L/K;) < #*; d’autre part, il est clair que

¢(L/K;) < e. Comme [L : K,] = ¢, on a nécessairement L =K, et ¢ (L/K,) = ¢,
ce qui démontre 4), et la premitre formule de ¢). La seconde résulte de la prop. 20,
appliquée au groupe D/T opérant sur B, c.q.f.d.

CoroLLARE. Si LK est séparable, c'est une extension galoisienne de groupe de Galois
DT, et Plna K, =L, [L: K]=¢ [K;: K] =Ff, [K,: K] =g

En effet, on a alors p* = 1.

Remargue. L’extension résiduelle L/K est séparable dans chacun des cas suivants
{qui couvrent la plupart des applications) :

1) K est parfait.

2) L’ordre du groupe d’inertie T est premier A la caractéristique p du corps
résiduel K (on a vu en effet que I'ordre de ce groupe est divisible par ).

Les hypothéses étant celles dela proposition 21, soit E un sous-corps de L conte-
nant K; les groupes D(L/E) et T(L/E) sont bien définis; de méme, lorsque E/K est
galoisienne, les groupes D(E/K) et T(E/K) sont bien définis.

ProrostTioN 22. @) On a D(L/E) = D(L/K) NG(L/E) et
T(L/E) = T(L/K) NG(L/E).

by Si E[K est galoisienne, le diagramme ci-dessous est commutatif, et ses lignes et ses
colonnes sont exactes:

1 I 1

+ ¥ ¥
1 — T(L/E) —)T(Ii/K) —->T(E¢/K) -1

1> D(IJ:/E) - D(Ii/K) > D(EJ‘.'/K) S
1 — G(E/E) - G(Ii/K) - G(EJ,/K) -1

1  { I

L’assertion a) est immédiate, ainsi que la commutativité¢ du diagramme 5).
L’exactitude des colonnes résulte de la proposition 27, et celle de la troisiéme ligne
de la théorie de Galois appliquée aux corps résiduels L, E, K. Si se D(E/K), il
existe { e G(L/K) qui induit s sur E; les idéaux P et ¢() ont méme restriction 4 E;
d’apres la proposition 19, il existe donc ¢’ € G(L/E) tel que ¢'t(P) =P; Pélément ¢'¢
appartient &4 D(L/K) et induit s sur L, ce qui montre que D(L/K) — D(E/K) est
surjective. La deuxiéme ligne du diagramme est donc exacte, et un petit raison-
nement formel montre que cela entraine I’exactitude de la premiére ligne, c.q.f.d.

Remarque. Lorsque l'on veut étudier les groupes de décomposition, ou d’inertie,
au-dessus d’un idéal premier p donné de A, on peut si I’on veut remplacer A par
SERRE 3
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’anneau de valuation discréte A,; cette réduction au cas local peut étre poussée
plus loin : on peut méme remplacer A, par son complété (cf. Chap. II).

§ 8. Substitution de Frobenius

Soit L/K une extension galoisienne, soit A un anneau de Dedekind de corps des
fractions K, et soit B sa fermeture intégrale dans L. Soit B un idéal premier de B, non
nul, et soit p = PNA. Supposons que L/K soit non ramifié en P, et que A/p soit un
corps fini & ¢ éléments. Le groupe d’inertie Typ(L/K) est alors réduit 4 {1}, et le groupe
de décomposition Dg(L/K) s’identifie au groupe de Galois de I’extension résiduelle
L/K. Puisque K = F,, ce dernier groupe est un groupe cyclique, engendré par
Papplication x —x7 (cf. Bourbaki, 4/g., Chap. V, § 11). Soit sp I’élément de Dyp(L/K)
correspondant & ce générateur; il est caractérisé par la propriété suivante :

sp(b) =" mod. P pour tout beB.

L’¢lément sy est appelé la substitution de Frobenius de P (ou attachée A PB). Sa défi-
nition montre que c’est un générateur du groupe de décomposition de $; son ordre
est égal A fp. On la note souvent (P, L/K). Elle jouit de propriétés fonctorielles
dont voici deux échantillons (on en verra un troisidme au Chap. VII, § 8) :

ProrosiTion 23. Soit E un sous-corps de L contenant K, et soit By = BNE. Alors:
a) On a (B, L/E) = (B, L/KY, avec f=[E: K].
b) S§i E est galoisienne sur K, I’image de (B, L/K) dans G(E/K) est égale @ (B, E/K).

La démonstration est immédiate.

Revenons 4 une extensxon L/K; si te G(L/K), on a (par transport de structure)
la formule :

v (¢(B), L/K) = ¢(B, LK)t

En particulier, si G(L/K) est abélien, (P, L/K) ne dépend que de p = PN A, c’est le
symbole d’Artin de 9, noté (p, L/K). On définit par linéarité le symbole d’Artin de
tout idéal ¢« de A ne contenant aucun p ramifié, et on le note encore (e, L/K)

[on trouve également dans la littérature la, notation (I%{). ou simplement (—]:-)]
Citons sans démonstration la célebre :
Lor pe rEcrrrocrTE D’ARTIN (cf. [3]). Soit L une extension abélienne finie d’un corps
de nombres K, soit A I’anneau des entiers de K, et soient p; les idéaux premiers de A ramifiés
dans L|K. Il existe alors des nombres entiers n; > 1 tels que les conditions:
(1) vy(x — 1) > m; pour tout i,
(ii) x est> 0 dans tout plongement réel de K qui n’est pas indusl par un plongement réel de L,
entrainent (xA, L/K) = 1.
De plus, tout élément s de G(L[K) est de la forme (a, L/K) pour un idéal a convenable
(en fait, on 2 méme s = (p, L/K) pour une infinité d’idéaux premiers p de A).



§ 8 ANNEAUX DE VALUATION DISCRETE 35

Exemple. Soit n un entier > 1, soit K = @, et soit L. = Q(Z.) le corps des racines
n-i¢mes de P'unité. Le groupe de Galois G(L/K) est un sous-groupe G'(n) du groupe
G(n) des éléments inversibles de Z/nZ (cf. Bourbaki, 4lg., Chap. V, § 11); si xe G’ (n),
I’automorphisme o, associé 4 x transforme une racine §, de I'unité en sa puissance
x-ieme. Si (p, n) = 1, on voit facilement (par exemple en utilisant les résultats du
Chap. IV, § 4) que p est non ramifié, et que le symbole d’Artin (p, L/K) est égal 4 o,.
On en conclut par linéarité que le symbole d’Artin d’un entier positif m premier & n est
égal 2 an Il en résulte tout d’abord que G'(n) = G(n), c’est-a-dire que

[L: K] = ¢(n)

(irréductibilité du polynéme cyclotomique). De plus, st m > 0, et si m=1 mod n,
on a (m, LjK) == 1, ce qui vérifie la loi de réciprocité d’Artin dans ce cas. [Le fait
que s = (p, L/K) pour une infinité de nombres premiers p équivaut au théoréme
de Dirichlet sur les nombres premiers appartenant 3 une progression arithmétique.]

Une fois le symbole d’Artin déterminé dans Q(%,)/Q, la proposition 23 le fournit
pour tout sous-corps E de Q({.). Un tel corps est abélien sur Q. Inversement, tout
corps abélien sur @ peut étre obtenu de cette maniére (théoréme de Kronecker-
Weber). En particulier, tout corps quadratique Q(Vd) peut se plonger dans un
corps Q(%.) convenable; ce résultat peut d’ailleurs se vérifier élémentairement par
diverses méthodes (sommes de Gauss, par exemple). On a donc un procédé pour
déterminer le symbole d’Artin (p, @(V4)/Q); en comparant le résultat avec celui
que donne un calcul direct, on obtient la loi de réciprocité quadratique. Pour plus de
détails, voir Hasse [34], § 27, ou H. Weyl [68], Chap. III, § 11.



CHAPITRE 1II

COMPLETION

§ 1. Valeurs absolues et topologie définies par une valuation discrete

Soit K un corps muni d’une valuation discréte » d’anneau A. Si a est un nombre
réel, avec 0 << a <C 1, posons

Il =a®® pour x40 et [0 =0.
On a alors les formules :

llx. ol = ll=-fixl
bl ol < sup (il 1)
IIxl =0 sietseulementst x=0.

On voit donc que. x| est une valeur absolue sur K, au sens de Bourbaki, Top. gén.,
Chap. IX, § 3; c’est méme une valeur absolue ultramétrigue. Inversement, on montre
facilement que toute valeur absolue ultramétrique d’un corps K est de la forme
a™), ol 7 est une valuation réelle de K, c’est-A-dire une valuation dont le groupe des
ordres est un sous-groupe additif de R. Quant aux valeurs absolues non ultra-
métriques, on démontre (Ostrowski) qu’elles sont de la forme :

el = 1f (=)l avee  0<e<,

ol f; K — C est un isomorphisme de K sur un sous-corps du corps des nombres
complexes.

Revenons maintenant au cas o1 v est discréte, et soit K le complété de K pour la
topologie définie par sa valeur absolue (topologie qui ne dépend pas du nombre 4
choisi). On sait (Bourbaki, loc. cit.) que K est un corps valué, dont la valeur absolue
prolonge celle de K. Si ’on Pécrit sous la forme

Il = @@,  xek,
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la fonction B(x) est  valeurs entitres, et ’on vérifie tout de suite que c’est une valua-
tion discréte sur K, dont 'anneau de valuation est I’'adhérence A de A dans R. Si =
est une uniformisante locale de A, les idéaux ="A forment une base de voisinages de
zéro dans K, donc aussi dans A, ce qui montre que la topologie de A coincide avec
sa topologie naturelle d’anneau local; on a donc :

A= lim Afx"A  (limite projective).

L’élément = est uniformisante locale de A, etPona Ajx"A = Ajx"A. En particulier
les corps résiduels de A et de A coincident.

ProrosiTioN 1. Pour que K soit localement compact, il faut et il suffit qu’il soit complet
et que son corps résiduel K = A[xA soit un corps fini.

Si K est localement compact, il est complet. De plus, comme les x"A forment
un systtme fondamental de voisinages fermés de 0, 'un d’eux est compact, et par
homothétie on voit que A est compact. Le quotient K = A/xA, étant 4 la fois compact
et discret, est nécessairement fini.

Réciproquement, si K est fini, les A/x"A sont finis, donc A, étant lumte projective
de groupes finis, est compact; si en outre K est complet, on a A = A, et K est bien
localement compact.

Exemples. 1) Le corps Q,, complété de Q pour la topologie définie par la valuation
p-adique, est un corps localement compact de corps résiduel F,.

2) Si F est un corps fini, le corps de séries formelles F((T)) est localement
compact.

Lorsque K vérifie les conditions de la prop. 1, il y a une fagon canonique de choi-
sir le nombre a': on prend a = ¢-%, ol ¢ est le nombre d’éléments du corps résiduel
K. La valeur absolue correspondante est dite normalisée. La proposition suivante en
donne une caractérisation « analytique » :

ProrosiTion 2. Soit K un corps vérifiant les conditions de la prop. 1, el soit u une mesure de
Haar du groupe additif localement compact K. Pour toute partie mesurable E de K, et pour tout
xeK, on a alors

r(+E) = ||xlju(E),

ot ||xi| désigne la valeur absolue normalisée de x.

On peut supposer x 7% 0; ’homothétie y — xy est alors un automorphisme du
groupe additif de K, donc transforme la mesure de Haar i en un de ses multiples
x(x) ., et il s’agit de voir que le multiplicateur y(x) est égal A [|x||. Puisque y(x) et fjx]}
sont multiplicatifs, on peut supposer x < A. Si I’on prend alors E = A, on voit que
E est réunion de (A :xA) classes modulo xE, d’ou p(E) = (A : xA).u(2E), et
x(x) = 1/(A: xA). Comme (A : xA) est égal & 4@, on trouve bien

x(x) = ¢ =iz, c.q.fd.
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Remarque. On peut effectuer la méme normalisation pour un corps valué localement
compact K dont la valuation n’est pas ultramétrique; d’aprés le théoréme d’Ostrow-
ski cité plus haut, on a K = R ou K = C; dans le premier cas on trouve la valeur
absolue usuelle, et dans le second cas son carré (qui n’est d’ailleurs pas une valeur
absolue au sens strict, car elle ne vérifie pas I'inégalité triangulaire). Ces normali-
sations sont indispensables pour la formule du produit: soit K un corps de nombres, et
soit P ’ensemble des valeurs absolues normalisées de K (ultramétriques ou non ultra-
métriques); on a alors

HllxII, =1 pour tout xe K*
yeP

(le produit infini a un sens, car presque tout les termes qui y figurent sont égaux
4 1). Pour démontrer cette formule, on la vérifie d’abord pour K = Q, par un calcul
direct; on se sert ensuite du résultat suivant (équivalent, dans le cas ultramétrique,
A la formule Y fi =n) :

Nxsa(2)llp = H I xeK*.
P

Une formule analogue est valable pour les corps de fonctions algébriques d’une
variable.

\

§ 2. Extensions d’un corps complet

ProrosrTion 3. Soit K un corps muni d’une valuation discréle v d’anneau A, et complet
pour la topologic définie par v. Soit LK une extension finie de K, et soit B la fermeture inté-
grale de A dans L (cf. Chap. I, § 4). Alors B est un anneau de valuation discréte; c’est un
A-module libre de rang n = [L : K], et L est complet pour la lopologie définie par B.
Commengons par'le cas ott L/K est séparable. La condition (F) du Chap. I, § 4
est alors automatiquement vérifiée; comme A est principal, il s'ensuit que B est un
A-module libre de rang . Soient P, les idéaux premiers de B, et soient w; les valuations
correspondantes. Chaque w; définit, comme au § précédent, une norme sur L, qui
en fait un espace vectoriel topologique séparé sur K; comme K est complet, il s’ensuit
(cf. Bourbaki, Esp. Vect. Top., Chap. I, § 2, th. 2) que la topologie &, définie par w;
est en fait la topologie produit de L (identifié 4 K"), et ne dépend donc pas de 7.
Mais w, est déterminée par G, : 'anneau de w; est ’ensemble des x tels que x~* ne
tende pas vers zéro pour ;. Il s’ensuit que 'ensemble des w; est réduit 4 un seul é1é-
ment, ce qui montre que B est un anneau de valuation discréte. Comme K est
compleét, il en est de méme de K*, donc aussi de L. Une fois ce cas traité, un argument
de « dévissage » évident permet de se ramener au cas oit L/K est radicielle. Il existe
alors une puissance ¢ de ’exposant caractéristique telle que x?e K pour tout xeL.
Posons v’ (x) = v(x%) ; Papplication ' : L* — Z est un homomorphisme. Si m désigne

; - . 1 .
le générateur positif du sous-groupe »'(L*), la fonction w = — v est une valuation
m

discréte de L. Il est immédiat que son anneau de valuation est B; le méme argument
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que ci-dessus montre que la topologie définie par w coincide avec celle de K=,
et fait en particulier de L un corps complet. Reste & prouver que B est un A-module
de type fini. Soit * une uniformisante de A, et soit B = B/xB. Soient ; des éléments
de B dont les images 5, dans B sont linéairement indépendantes sur K = A/xA. Les §,
sont linéairement indépendants sur A; en effet, si I’on avait une relation Yab, = 0
non triviale, on pourrait supposer que 'un au moins des g; n’est pas divisible par =,
et en réduisant mod. =B, on obtiendrait une relation entre les 5. En particulier,
le nombre des b est < n. Supposons maintenant que les 5, forment une base de B
et soit E le sous-A-module de B engendré par les 5. Tout beB s’écrit donc
b =by + =by, avec bye E et b; eB; en appliquant ceci A b, et en itérant, on en
conclut que b s’écrit sous la forme :

b=by+ xby + by +---, bek,

et comme A est complet, ceci montre que beE, c.q.fd.

COROLLAIRE 1. Si.¢ (vesp. f) désigne Uindice de ramification (resp. le degré résiduel) de
LsurK,onaef =<n.

Cela résulte de la proposition 10 du Chap. I, qui est applicable puisque I'on a
démontré que B est un A-module de type fini.

COROLLAIRE 2. Il existe une valuation w et une seule de L qui prolonge v.
Cela ne fait que reformuler une partie de la proposition.

CoRrROLLAIRE 3. Deux dléments de L conjugués sur K ont méme valuation.

Quitte & augmenter L, on peut la supposer quasi-galoisienne. Si se G(L/K),
w o s prolonge », donc coincide avec w (cor. 2); comme les conjugués de xeL ne
sont autres que les s(x), se G(L/K), le corollaire en résulte.

L
f
Ici encore, on peut se ramener au cas ol L/K est quasi-galoisien, auquel cas notre
assertion résulte du corollaire 3. [On pourrait tout aussi bien appliquer directement
la proposition 14 du Chap. 1.]
En termes de valeurs absolues, le corollaire 4 signifie que la topologie de L peut
étre définje par la norme

CoROLLAIRE 4. On a w(x) = — o(Ny(x)) pour tout xeL.

fixle = N ()l

On observera que, si K est localement compact, et si || ||x est normalisée, il en est
de méme de || [.

Remarque. 11 est possible de prendre la formule ci-dessus comme définition de || || ;
on doit alors prouver directement que c’est une valeur absolue ultramétrique, ce
qui se fait au moyen du « lemme de Hensel » (cf. van der Waerden [65), § 77);
on peut aussi se servir de I’existence d’au moins une valuation prolongeant o, ce
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qui est un fait général (cf. Bourbaki, Alg. comm., Chap. VI). Ces méthodes ont
Pavantage de s’appliquer aux « valuations de rang 1 » non nécessairement discrétes.

Exercices.

1) Soit E/K une extension galoisienne finie d’un corps complet K. On prolonge 4 E la
valuation de K. Soit xe E, et soit | x,, ..., x, | 'ensemble des conjugués de x sur K, avec x = x;.
Soit yeE tel que ||y — x|| < || y—x,| pour >2. Montrer que x appartient au corps K(y).

(Remarquer que, si x; est conjugué de x sur K(y), on a ||y — x| = ||y —x/|| d’aprés le
corollaire g.) —

2) Soit K un corps complet, et soit f(X) e K[X] un polynéme irréductible et séparable
de degré n. Soit L/K Pextension de degré n définie par £, Montrer que, pour tout polynéme
h(X) de degré n assez voisin de £, k(X) est irréductible et I’extension L,/K définie par 4 est
isomorphe A L.

(Appliquer ’exercice 1 aux racines x, de f et A une racine y de A.)

3) Les hypothéses étant celles de la prop. 3, montrer directement que B est un A-module

de type fini en utilisant I’exer. 8 de Bourbaki, Alg., Chap. VII, § 3.

4) Soit K un corps complet pour une valuation discréte v, et soit Q une cldture algébrique
de K.

(@) Soit S I’ensemble des sous-extensions E de Q telles que, pour toute sous-extension finie
E’' de E, on ait ¢(E'/K) = 1. Montrer que S posséde des éléments maximaux. Si K, est 'un
d’eux, montrer que v se prolonge en une valuation discréte de K,, et que le corps résiduel
de K, est la cldture algébrique de celui de K (utiliser 1a prop. 15 du Chap. I).

(b) Soit L/K une extension totalement ramifiée contenue dans Q, et soit K,/K une exten-
sion de K vérifiant les propriétés de (2). Montrer que L et K, sont linéairement disjointes
sur K. Si L/K est galoisienne de groupe de Galois G, en déduire que I’extension Ly/K,, avec
Lo = K,L, est galoisienne de groupe de Galois G.

§ 3. Extension et complétion
|

THEoREME 1. Soit L/K une extension de degré fini n, soit v une valuation discréte de K,
soit A Uanneau de v, et soit B la fermeture intégrale de A dans L. On suppose que B est un
A-module de type fini. Soient wy les di ifférents prolongements de v & L, ot soient e, fi les nombres

correspondants (cf. Chap. 1, § 4). Soient R et L., les complétés de K et L pour v et les w,.
(i) Le corps L, est une extension de R de degré ny = afi

(it) La valuation fi, est I'unique valuation de L., prolongeant la valuation 3 ; on a
a=celyR) o fi=FdR).

(iii) L’homomorphisme canonique ¢ : L® K »HL, est un isomorphisme.

L’assertion (ii) est évidente, compte tenu du § 2, et elle entraine ’assertion (i}.
D’autre part, la topologie produit fait de HL, un espace vectoriel topologique
séparé de dimension n sur R ; d’aprés le lemme d’approximation (Chap. I, § 3) ¢(L)
est dense dans IV[L, donc aussi cg(L@KK). Il s’ensuit (cf. Bourbaki, Esp. Vect.
Top., Chap. I, § 2, cor. 1 au th. 2) que ¢ est surjectif, donc bijectif, puisque L® K

et IIL sont tous deux des espaces vectoriels de dimension n sur K.
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COROLLAIRE 1. Les corps Ly ne sont autres que les composés des extensions K et L de K.
On sait en effet (cf. Bourbaki, 4lg., Chap. VIII, § 8) que ces compos& sont les

corps quotients du produit tensoriel L <®K.

CoOROLLAIRE 2. $i xeL, le polyndme caractéristique F de x dans L|K est égal au produit
des polyndmes caractéristiques ¥, de x dans les Ly/R. En particulier, si Pon note Tr et N (resp.
Tr; et N,) la trace et la norme dans LK (resp. dans L/K), on a:

Tr(x) = X Tr(x), N(x) == [1 Ny(x).

Le polyndme F est aussi le polyndme caractéristique de x dans la. K-algébre

L®,K. La formule F = [[F, résulte donc de Iisomorphisme (iii) et les formules
sur Tr(x) et N(x) s’en déduisent immédiatement (cf. Bourbaki, Alg., Chap. VIII,
§ 12, n° 2).

CoroLLARE 3. 87 L/K est séparable (auquel cas Uhypothise de finitude faite sur B est auto-
matiquement vérifiée), les LR le sont aussi.
En effet, on a i, = LK.

CoroLLAIRE 4. St L/K est galoisienne de groupe de Galois G, et si Dy désigne le groupe
de décomposition de wy dans G (¢f. Chap. I, § 7), Dextension L/K est galoisienne de groupe
de Galois D,.
Tout élément de D; se prolonge par continuité en un R-automorphisme de f.,
et comme Pordre de D; est égal A [L,: K], la proposition en résulte.
(L’isomorphisme ¢ : L& K HL, ne fait alors qu’exprimer la décomposition
de L®,K, considérée comme « algtbre galoisienne » au sens de Hasse.)
Passons maintenant aux anneaux de valuation eux-mémes :

ProrosiTioN 4. Les hypothéses et notations élant celles du théoréme 1, soit B, Panneau de
la valuation w; L’homomorphisme canonique

¢ . B@LA—)HQ(

est alors un tsomorphisme.

Les deux membres sont des A-modules libres de rang n. Pour montrer que o
est bijectif, il suffit donc de voir qu’il en est ainsi lorsqu’on réduit modulo I'idéal
maximal @ de A. Pour le premier membre, on trouve B/mB, et pour le second

HB/m;n‘B (m et m; désignant les idéaux de v et des w;), d’olt aussitdt le résultat.

Remarque. L'anneau B®,A n’est autre que le complété B de B pour la topologie
naturelle de I'anneau semi-local B. Sa décomposition en facteurs directs B; est un
cas particulier d’une propriété générale des anneaux semi-locaux (cf. Bourbaki,
Alg. comm., Chap. III, § 2, n° 12).
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Exercices.

1) Soit K un corps muni d’une valuation discréte » d’anneau A. On suppose que toute
cxtension radicielle finie L/K vérifie 1a condition (F) du Chap. I, § 4, vis-A-vis de A. Montrer
que R est alors une extension séparable de K. (Utiliser le th. 1 de Bourbaki, Alg., Chap. VIII,
§ 7

2) On garde les hypothéses et notations du th. 1, A cela prés que I’on remplace I'hypothese
« B est de type fini sur A » par « B n’est pas de type fini sur A ». Montrer que (i) et (ii) restent
valables, que ¢ est surjectif, et que son noyau est un idéal nilpotent non nul de L® ‘K.

§ 4. Structure des anneaux de valuation discréte complets. Cas d’égale
caractéristique

Soit A un anneau de valuation discréte complet, de corps des fractions K, de corps
résiduel K. Soit un S systtme de représentants de K dans A, et soit = une unifor-
misante de A.

ProrostTioN 5. Tout dlément a € A s'éerit de fagon unique comme série convergente :

7,8

(*) a= $a?, avec s, €8.
R

Tout éldment xe K s'éerit de méme :

x = 2 Sy avec s, €8S,

RZ>—

la série ne comportant ’qu’un nombre fini de lermes & exposants négalifs.

La seconde partie résulte de la premiére par homothétie. Soit donc zeA;
par hypothese, il existe 5,8 tel que a — s, = 0 mod. =; si 'on écrit a = 5 + xa,,
en appliquant ce qui précéde i a;, on trouve s, €8S tel que

a=s, + 1% + asn?,

et ainsi de suite. La série Ms.x" converge vers @ et 'on voit facilement que c’est
la seule. Inversement, toute série de la forme ¥s.n" est convergente, puisque son
terme général tend vers zéro et que A est complet.

Exemple. Si A =Z,, on peut prendre pour S I'ensemble des entiers i tels que
0 < i << p; on peut aussi, et c’est préférable, prendre pour S la réunion de {0} et de
Pensemble des racines (p — 1)-itmes de l'unité, cf. prop. 8.

La proposition 5 montre que ’addition et la multiplication dans A sont déter-
minées par les décompositions de s -+ ' et ss' sous la forme (x). En particulier, si S
est un sous-corps de K (nécessairement isomorphe 2 K), I’anneau A s’identifie 2 ’anneau
K[[T]] des séries formelles & coefficients dans K. Ceci n’est évidemment possible
que si K et K ont méme caractéristique. Inversement :
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THEOREME 2. Soit A un anneau de valuation discréte complet, de corps résiducl K. Suppo-
sons que A et K aient méme caractéristique, et que K soit parfait. Alors A est isomorphe &
KI[[T]} .
[En fait, ce résultat vaut méme si K n’est pas parfait, voir plus loin.]
Tout revient 4 montrer que A contient un systéme de représentants qui est un
corps. Nous distinguerons deux cas, suivant la caractéristique de K :

(i) La caractéristique de K est 0.
L’existence d’un corps de représentants est alors vraie pour des anneaux locaux
nettement plus généraux que les anneaux de valuation discréte. De fagon précise :

PropoSITION 6. Soit A un anneau local séparé et complet pour la topologie définie par une
suite décroissante d’idéaux ayDay>--- telle que 6n.0,C0nsn Supposons que K = Aja,
soit un corps de caracléristique zéro. Il existe alors dans A un systdme de représentants de K qui
est un corps.

[Noter que la premitre hypothése sur A est vérifiée si A est un anneau local
noethérien, complet pour sa topologie naturelle d’anneau local.]

Comme Z —» A — K est injective, I’homomorphisme Z — A se prolonge 4 Q,
et ’on voit que A contient Q. D’aprés le théoréme de Zorn il existe un sous-corps
maximal S de A; si § désigne son image dans K, nous allons montrer que § = K.

Tout d’abord, montrons que K est algébrique sur 5; sinon, en effet, il existerait
a<A dont ’image @ dans K est transcendante sur S; le sous-anneau S[a] de A s’ap-
plique sur S[@], donc est isomorphe & S[X], et S[z]JNa; = 0; on en conclut que A
contient le corps S(a) des fonctions rationnelles en a, ce qui est contraire au caractére
maximal de S.

Montrons maintenant que K = 5. Soit 1 K, et soit £(X) son polyndme minimal
sur S; puisque la caractéristique est 0, A est racine simple de f. Soit feS[X] le
polynéme correspondant par P'isomorphisme § —S. D’aprés la proposition 7
ci-aprés, il existe x€ A tel que ¥ =X et f(x) = 0, et ’on peut relever S[}] dans A
en envoyant ) sur x; vu le caractére maximal de S, on a donc 2 €85, ce qui montre
bien que K =S. '

Il nous reste & démontrer la proposition suivante, qui est un cas particulier du
« lemme de Hensel » (Bourbaki, Alg. comm., Chap. III) :

PROPOSITION 7. Soit A un anncau local séparé et complet pour la topologie définie par une
suile décroissante d’idéaux a;>ay> - - - lelle que An.0m C Quym. Supposons que o, soit I'idéal
maximal de A, et soit K = Ala,. Soit f(X) un polynéme & coefficients dans A tel que le
polynime réduit f e R[X] ait une racine simple \ dans K. 1l existe alors une racine x de f
dans A, et une seule, telle que X = )\

Si x répond a la question, on a f(X) = (X — x)g(X), avec g(A) # 0; si x’ est
une autre solution du probléme, en faisant X = x', on obtient 0 = (x' — x)g(x’).
Comme g(x') admet g()) pour réduction mod. a;, g(x') estinversible, et 'ona x = x/,
ce qui démontre Punicité de la solution.

Pour prouver son existence, on emploie la méthode d’approximation de Newton.
Soit x, €A tel que ¥, = }; on a f{x;) = 0 mod. q,.
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Supposons avoir trouvé x,e A tel que ¥, = ), f(xa) == 0 mod. ¢,, et montrons
que Pon peut trouver tu €A, %1 == x. mod. g, et f(x,41) =0 mod. a4y Cela
démontrera le lemme en posant x = lim x,. Pour trouver x,1, on écrit x,,; = x, + &,
avec hea,, et on applique la formule de Taylor :

S(xni1) =F(x) + A f'(xa) + By, avec yeA.
On a B.yea,.a. c-a,.+,, et on voit que tout revient i trouver sea, tel que
f(xn) + h-f,(xn) =0 mod. [ T

Mais puisque X est racine simple de‘]', onaf’(\) #0, et f'(x.) est inversible dans A;
comme f(x,) €a,, ’équation ci-dessus se résout, c.q.f.d.
Le théoréme 2 est donc établi en caractéristique zéro.

(ii) Les corps K ¢t K sont de caraciéristique p # 0.
Ici encore, on va obtenir un résultat pour des anneaux nettement plus généraux.
Nous dirons qu’un anneau A de caractéristique p est parfait si ’endomorphisme
x — xP de A est un aulomorphisme. Tout élément x e A a donc une racine p-itme unique,
notée x7'. Lorsque A est un corps, on retrouve la définition habituelle d’un corps
parfait.

ProPOSITION 8. Soit A un anneaw séparé et complet pour la topologie définie par une suite
décroissante d’idéaux a, 564> - - - telle que &y . 00 C Anym. On suppose que anneau K = Afa,
est un anneau parfail de caractéristique p. Alors:
(i) II existe un systtme de représentants f: K — A ot un seul qui commute & la puissance
pridme: F(09) = F ().
(i) Pour que ac A appartienne & S = f(K), il faut et il suffit que a soit une puissance
pr-iéme pour tout n > 0.

\
(i) Ce systéme de représentants est multiplicatif, i.e. on a f(dp) = f(0) S (1) powr
Ay p.EK.
(iv) Si A est de caractéristique p, ce sysitme de représentants est additif, i.e.
SO+ ) =F0) +f(w)-

Soit A e K; pour tout » > 0, désignons par L, I'image réciproque de A*™" dans A,
et par U, l'ensemble des x#*, x €L,; les U, sont contenus dans la classe L, de ), et
forment une famille décroissante. Nous allons voir qu’ils forment une base de filtre
de Cauchy dans A. En effet, si ¢ = x#" et 5 = »*" on démontre par récurrence sur n
que a == b mod. a,,1, en utilisant le lemme suivant :

LemMME 1. S 2= b mod.a, on a a*= b* mod. ep1.

Ce lemme résulte de la formule du binéme, compte tenu de ce que p=a,, d’ot
MacByyg.

Puisque les U, forment une base de filtre de Cauchy et que A est complet,
on peut poser (1) = lim U,. C’est un systéme de représentants. Si A = p?, 'opé-
ration de puissance p-itme dans A applique U.(p) dans U...(}), et, en passant &
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la limite, elle applique f (1) sur f()), ce qui montre bien que f commute 3 la puis-
sance p-itme. Inversement, si f’ est un systtme de représentants vérifiant cette
propriété, /() est une puissance p*-itme pour tout n, donc f'(3) € U,()) pour tout n;
comme les U, forment une base de filtre de Cauchy, ceci entraine 1’unicité def”,
et en méme temps le fait que I'intersection des U, est non vide, et égale A f(}),
d’oir (i) et (ii).

Pour (iii} on remarque que, si x et y sont des puissances p™-i¢mes pour tout n,
il en est de méme de xy; méme raisonnement pour (iv), en tenant compte de ce que
(x + )7 = x* 4 y#* si A est de caractéristique p.

Le systtme de représentants de la proposition 8 est appelé systéme de représentants
multiplicalifs, en raison de la propriété (iii).

L’application de la proposition 8 au théoréme 2 est immédiate : si K est un
corps parfait, et si A est de caractéristique p, les propriétés (iii) et (iv) montrent
que S = f(K) est un corps. On voit en outre que c’est le seul. [Lorsque K n’est pas
parfait, on peut montrer qu’il existe encore un corps de représentants S, mais ce
corps n’est plus unique en général : on peut relever arbitrairement les éléments
d’une « p-base » de K. Pour plus de détails sur ces questions et celles traitées au §
suivant, voir Cohen [18] et Roquette [52].]

Exercice. Soit k un corps parfait de caractéristique p. Montrer que toute extension radicielle
finie de £((T)) est isomorphe 4 une extension de la forme k((T%™")), oll ¢ est une puissance de p.

§ 5. Structure des anneaux de valuation discréte complets. Cas d’iné-
gale caractéristique

Soit A un anneau de valuation discréte complet, de corps des fractions K, de corps
résiduel K. Supposons que les caractéristiques de A et de K soient différentes, c’est-
3-dire que A soit de caractéristique zéro et K de caractéristique % 0. On peut alors
identifier Z A un sous-anneau de A, et peZ A un élément, noté encore p, de A.
Puisque p donne zéro dans K, on a u»(p) > 1, v désignant la valuation discréte
attachée 2 A. L'entier ¢ = u(p) est appelé l’indice de ramification absolu de A. On obser-
vera que Pinjection Z — A se prolonge par continuité en une injection de I’anneau
Z, des entiers p-adiques dans A; lorsque le corps des restes K est un corps fini 2
¢ = p' éléments, la proposition 5 montre que A est un Z,module libre de rang
n = ¢f, et K est une extension de degré n du corps p-adique Q,; I’entier ¢ s’inter-
préte alors comme indice de ramification de 'extension K/Q,, ce qui justifie le terme
d’« indice de ramification absolu ».

Revenant au cas général, ncus dirons que A est absolument non ramifié si ¢ = 1,
c’est-a-dire si p est une uniformisante locale de A. C’est pour ces anneaux que ’'on
a un théoréme de structure :

TutorEME 3. Pour lout corps parfait k de caractéristique p, il exisle un anneau de valuation
discréte complet et un seul (& un isomorphisme unique prés) qui est absolument non ramifié
et admet k pour corps résiduel.
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Cet anneau sera désigné par W (k) dans ce qui suit. Il est « unique » au sens sui-
vant : si A, et A, vérifient tous deux les conditions du théoréme, il existe un isomor-
phisme g : A; — A, ¢! un seul qui rend commutatif le diagramme :

A,-2. A,
N ¥

Dans le cas ramifié, on a:

TuEoREME 4. Soif A un anneau de valuation discréle complel, d’inégale caractéristique, et
de corps résiducl parfait k. Soit ¢ son indice de ramification absolu. Il existe alors un homomor-
phisme et un seul de W(k) dans A qui rend commutatif le diagramme :

W) — A
N

Cet homomorphisme est infjecif, et A est un W(k)-module libre de rang égal a e.
[En appliquant la proposition 18 du Chap. I, on voit donc que A s’obtient en
adjoignant & W(k) un élément = vérifiant une « équation d’'Eisenstein » :

a4 fa, =0, acW(),

les a; étant divisibles par p, et a, n’étant pas divisible par $2. Inversement, d’aprés
la prop. 17 du Chap. I, une telle équation définit bien une extension totalement
ramifiée de W(k) de degré e.]

On va démontrer les théorémes 3 et 4 par une méthode due i Lazard ([42],
[43])- Ici, encore on obtiendra des résultats pour des anneaux plus généraux que les
anneaux de valuatidn discréte : les anneaux munis d’une filtration a,548,5---
vérifiant les hypothéses de la prop. 8; un tel anneau sera appelé un p-anneau. On
dira qu’un p-anneau A est sirict (Lazard dit « p-adique », mais ce terme peut préter
A confusion) si 1a filtration a, de A est sa filtration p-adique (i. e, 4, = p"A) et si p est
non diviseur de zéro dans A. Un p-anneau a toujours un systéme de représentants
multiplicatifs f : Afa; — A (cf. prop. 8), et pour toute suite d’éléments «y, ..., «,, ...,
de Aja,, la série

(%) Ef(‘ll) ¥

converge vers un élément a € A. Lorsque A est strict, on voit, en raisonnant comme
dans la prop. 5, que tout élément a= A se met d’une facon et d’une seule sous la
forme d’une série du type (*#); les «; qui figurent dans cette série seront appelés
les coordonnées de a.

Exemple de p-anneau strict. Soit X, une famille d’indéterminées, et soit S Panneau des
p~=-polynbmes en les X, & coefficients entiers, c’est-a-dire la réunion des anneaux
Z[X?™] pour tous les #. Si I'on munit S de la filtration p-adique {p"S].»0 et que
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Pon complite, on obtient un p-anneau strict, que nous noterons § = Z[X?~ “1

L’anneau résiduel $/pS n’est pas autre chose que P’anneau F,[X£™]; c’est bien un
anneau parfait de caractéristique p. On notera que les X, sont des représentants

multiplicatifs dans 8§ puisqu’ils admettent une racine p™-id¢me pour tout n.
Appliquons ceci au cas ol les indéterminées sont X, ..., X, ..., et Y, ..., Yy, ...;

dans Panneau Z[X[™, Y/™"] ainsi obtenu, considérons les deux éléments

x=lep‘ et _y=l=20Yp'

i=0

St * désigne I'une des opérations 4, X; —, le composé x*y est un élément
de I'anneau, donc peut s’écrire de facon unique sous la forme :

X%y ’-—-;f(Q";) Y avec Qi eR X, Y/ 1.

Les Q% sont des p~=-polynémes & coefficients dans le corps premier F,; on peut parler
de la valeur d’un tel polynéme lorsque ses arguments sont pris dans un anneau parfait
k de caractéristique p. Nous allons voir que ces fonctions permettent de déterminer
la structure d’un p-anneau strict. De fagon précise :

ProPouITION Q. Soit A un p-anncau d’anneau résiduel k ef soit f:k — A le systéme de
représentants multiplicatifs de A. Soient ja} et {B,| deux suites d’éléments de k. On a alors

DL # 2 0)-# = 2110 #

avee 1 = Q:(“os ®yy evey poa pp ---)-
On voit tout de suite qu’il existe un homomorphisme 6 de Z[X?™", Y/™"] dans A

qui applique X, sur f(a) et Y; sur f(B;). Cet homomorphlsme se prolonge par conti-

nuité au complété § = Z[XF™, Yp™™], et applique x = uX,p’ sur a = 2 fla) .,

et de méme pour y. Si ’on passe aux anncaux résiduels, 0 déﬁmt un homomorphxsme
8 : F,[Xy ", YF™] -k qui applique les X, sur les o et les Y, sur les ;. De plus o
commute aux représentants multiplicatifs (c’est 12 une propriété générale des homo-
morphismes de p-anneaux, qui provient de la caractérisation des représentants
multiplicatifs comme puissances p™-iémes pour tout n). On a alors :

Lf(w)-p'+ DFB)-p' = 0(x) #8(y) = 0(x )
= Yo(f(Q)) .
= L(O(QY) ¥

ce qui démontre la proposition, puisque 8(Q*) n’est autre que Y.
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ProPOSITION 10. Soient A ot A’ deux p-anneaux d’anneaux vésiduels k et k', et supposons
que A soit strict. Pour tout homomorphisme ¢ : k — k' il existe alors un homomorphisme
g: A A’ et un seul rendant commulatif le diagramme :

AS A
N
£ X w.

On a déja remarqué que tout homomorphisme de A dans A’ commute aux
systtmes de représentants multiplicatifs. Si ae A est un élément de coordonnées
faul, on devra avoir :

80 = Do) # = 2ufalaa)) 5,

ce qui démontre I'unicité de g. Pour avoir son existence, on prend ia formule précé-
dente pour définition, et la prop. 9 montre que c’est bien un homomorphisme
d’anneaux.

COROLLAIRE. Deux p-anneaux stricls ayant méme anneau résiduel sont canoniquement iso-

morphes.

Lemme 2. Soit ¢ : k — k' un homomorphisme surjectif, les anneaux k et k' étant des anneaux
parfaits de caractéristique p. S°il existe un p-annea strict A d’anneau résiduel k, il existe aussi
un p-anneau sirict A’ d’anneau résiduel .

Nous allons définir A’ comme un quotient de A. Si a et 5 sont deux éléments de
A de coordonnées «;, f; dans k, nous dirons que a=b si ¢(x)) = ¢(B;) pour tout i.
Sia=a' et b=V, la prop. 9 montre que a * b=a’ + ¥, et le quotient A’ de A par
la relation d’équivalerice que I'on vient de définir est un anneau. Si x e A’ provient
d’un élément a e A de coordonnées «,, les & = ¢(«;) ne dépendent que de x, ce sont
les coordonnées de x; toute suite (€, £y, ...) d’éléments de &’ forme les coordonnées
d’un éément +' € A’ déterminé de fagon unique. La multiplication par p dans A’
transforme I’é}ément de coordonnées (£, £}, ...) en celui de coordonnées (0, &4, £,, ...).
Il en résulte que p est non diviseur de zéro dans A’ et que (] "A’ = 0; la topologie
p-adique de A’ est donc séparée; comme A’ est quotient de A, A’ est complet. Enfin,
on voit tout de suite oue Papplication qui & x' fait correspondre sa premigre coor-
donnée §, est un isomorphisme de A’/pA’ sur k', ce qui achéve de montrer que A’
est un p-anneau strict d’anneau résiduel &',

TuEOREME 5. Pour tout anneau parfait k de caractéristique p, il existe un p-anneau sirict
W(k) et un seul dont I’anncau résiduel soit k.
L’unicité a déja été démontrée. Occupons-nous de I’existence : si k est de la

forme F,[X£™], pour une famille quelconque d’indétermmées X., on prend
W(k) = i[Xf“’], cf. plus haut. Le cas général se déduit de 14 en appliquant le
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lemme 2, et en remarquant que tout anneau parfait est quotient d’'un anneau du
type B[ X277,

La prop. 10 montre que W(k) est un foncteur en k. De fagon plus précise, on a un
isomorphisme Hom (k, £') = Hom (W(k), W(K')).

Démonstration des théorémes 3 et 4.

Le théoréme 3 est un cas particulier du théoréme 5, si ’on remarque qu’un
anneau de valuation discréte complet, absolument non ramifié, et de corps résiduel
parfait k, n’est pas autre chose qu’un p-anneau strict d’anneau résiduel k. Dans le
th. 4, P'existence et Punicité de '’homomorphisme g : W(k) — A résultent de la
prop. 10, en remarquant que A est un p-anneau. L’homomorphisme g est injectif,
puisque A est de caractéristique zéro; enfin, si x est une uniformisante locale de A,
un raisonnement analogue 4 celui de la prop. 5 montre que tout élément de A se
met de manitre unique sous la forme :

w j=e—1

=§] ;Zo Sleg).mip,  eyek,

d’ou le fait que {1, =, ..., x°~1} est une base de A considéré comme W(k)-module (ce
qui résulte aussi de la proposition 18 du Chap. I).

Remarque. Les fonctions Q F qui définissent les opérations de W(k) font effectivement
intervenir les racines p™-itmes des X, et des Y,. Si 'on veut des polynémes au
sens usuel, il faut définir les coordonnées ¢, d’un élément a par la formule :

E/J‘s

(z,)"

On est dlors conduit 3 introduire les « vecteurs de Witt » qui font I'object du §
suivant. '

§ 6. Vecteurs de Witt

Soit p un nombre premier, soit (X, ..., Xu, ...) une suite d’indéterminées, et consi-
dérons les polyndmes suivants (appelés « polyndmes de Witt ») :

W,=X, -
W, =X§ + X,
W, = 2p X0 = XE + pXf" +p'X

SERRE 4
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Si Pon note Z' Panneau Z[p—1), il est clair que 'on peut exprimer les X; comme
des polynémes par rapport aux W, i coefficients dans Z':

Xo=W, X,=p W, —Wz ., etc.

Soit maintenant (Y, ..., Y,, ...) une autre suite d’indéterminées.
THEOREME 5. Pour fout deZ[X, Y], i existe une suite (9gy ey @ny +.) d'éléments de
Z[Xg, vees Xay oo Yoy eoey Yo, o] et une seule telle que Pon ait

Wa(0gs ooos 9ms or2) = B(Wa(Xgy o)y Wa(Yos o))y 2= 0,1, ..

L’existence et I'unicité des ¢; sont évidentes dans I'anneau des polynimes & cogfficients
dans Z'; tout revient donc A montrer que les coefficients des ¢; n’ont pas de déno-
minateur, autrement dit, sont des éléments de Z. Ce fait peut se prouver directe-
ment (cf. Witt [73]). Mais il est plus commode, suivant Lazard (loc. cit.), de la déduire

des résultats du § précédent : .
Plagons-nous de nouveau dans Panneau § = Z[Xf™™, Y/}, et posons :

y = 2.
i=0
Puisque ®(¥’, ') est un &lément de S, on peut P'écrire de fagon unique sous la
forme :

o<, ) =;f($.)"“' i, e F[XPT, YITUL

Notons §; un représentant de ¢; dans I'anneau S. On va prouver a la fois que les o
sont & coefficients entiers, et qu’ils sont congrus mod. p aux .
On a tout d’abord la congruence évidente :

@(Z Xy, Z Y,’"'p’) = §/($,(x, Y)Y~ mod. pr+1.

i<h i<

Remplagant X, et Y, par X" et Y/ (ce qui définit un automorphisme de S), on
obtient :

BWA(X), (Wa(¥)) = 2fEH(X", Y)Y mod. g
(&9
Mais, on a §,(X?, Y*) = §,(X, Y)*" puisque les coefficients de §; appartiennent au

corps F,. Comme f commute A la puissance p-itme, on voit que la congruence précé-
dente peut s’écrire :

We(pg .o q;,.) EZ}/‘(-@)’”"—[F mod. p"+1,
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Mais f({) = §i mod. p, dout f(§)"~" = ¢f"'mod. p=+1 (cf. § 3, lemme 1). On
obtient donc :

Wag0 ...., o) = Wa(dgs vy $a) mod, pr+i,

En raisonnant par récurrence sur n, on peut supposer que o est & coefficients entiers
pour i <C n, et congru mod. p A ¢, (ou encore, quitte & changer {,, on peut supposer
que ¢; = ¢, pour i << n). On déduit donc de la congruence précédente :

9. =p"4s mod. p™+1,

d’ou 2 la fois le fait que ¢, est 4 coefficients entiers, et que o, = Y, mod. p, c.q.f.d.
Notons maintenant Sy, ..., Sa, ..., (resp. Py, ..., P, ...) les polynbmes g, ..., ¢a
associés par le procédé du th. 5 au polynéme

(X, Y)=X+Y (resp. #(X, Y) =X.Y).

Si A est un anneau commutatif quelconque, et si ¢ = (ay, ..., @n, ...}, B = (bg, +zs by ..)
sont des éléments de A" (« vecteurs de Witt A coefficients dans A »), on posera :

@ 45 = (S(a, 8)s vy Su(a, ), ..2)
8.5 = (Py(a, b), ..., Pa(a, 8), ...).

TueoREME 6. Les lois de composition défimses ci-dessus font de A" un anncau commutatif
a élément unité, appelé P anncau des vecteurs de Witt & coefficients dans A, et noté W(A).

Remarquons tout d’abord que, si I’on fait correspondre & un vecteur de Witt
& = (@gy «eey @n, -».) I'élément de Vanneau produit A* qui a pour coordonnées les
W.(a), on obtient un homomorphisme

W, : W(A) — A7,

par définition méme des polynémes S et P.

L’homomorphisme W, est un isomorphisme si p est inversible dans A, et dans
ce cas on voit bien que W(A) est un anneau commutatif d’élément unité
1 =(1,0, .. 0, ..). Mais, si le théortme est établi pour un anneau A, il Pest
aussi pour tout sous-anneau et tout quotient. Comme il est vrai pour tout
anneau de polyndémes Z’[T.], il ’est pour Z[T,], donc pour tout anneau, c.q.f.d.

Exemples.
On a

Sy(a, 8) = ay + b, Si(a, b) =ay + b, +
Pyla, b) = a,.by, P(a, by = blay + byab + pab,.

2 + 58— (a9 + by)",
?

Au lieu de considérer des vecteurs de longueur infinie, on peut se borner & consi-
dérer des vecteurs (ag, ..., 2.1} & n composantes. Comme les polynémes ¢; ne font
intervenir que les variables d’indice < ¢, on en conclut que ces vecteurs forment un
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anneau W,(A), quotient de W(A), que I'on appelle lanncau des vecteurs de Wit
de longueur n. On a W (A) = A. L’anneau W(A) est limiic projective des anneaux W,(A),
pour n — 4 0. .

Les applications V et 1.

Si a = (ags -5 @, --.) €st un vecteur de Witt, on définit le vecteur Va par la
formule :

Va = (0, ag, .oy @, -..) («décalage »).

L’application V : W(A) — W(A) est additive. En effet, il suffit de le vérifier lorsque
p est inversible dans A, et ’homomorphisme

W, : W(A) — Af

transforme alors V en P'application qui fait passer de (w,, w,, ...) & (0, puw,, ...).
Par passage au quotient, on déduit de V une application additive de W,(A)
dans W,41(A). On a des suites exactes :

0 - W, (A) —Y-; Wit {A) > W.(A) = 0.
Si xe A, on pose :
r(x) = (x, 0, ..., 0, ...).

On définit ainsi une application r : A — W(A). Lorsque p est inversible dans A,
W, transforme r en Papplication qui fait passer de x 4 (x, x7, ...., x?*, ...). On en déduit

par le méme raisonnement que ci-dessus, les formules :
i

r(my) = r(x)'r(y): x, yeA
' (a9 3, .0} = ZV"(r(an))s el
7(%). (ag; o) = (xaq, xi’:, vy Xy, L), x, a€A.

THEOREME 7. Si k est un anneau parfait de caractéristique p, W (k) est un p-anneau strict
d’anneau résiduel k.

Soit H le p-anneau strict d’anneau residuel k, et soit f: k — H le systtme de
représentants multiplicatifs de H. A un vecteur de Witt & = (ag, ..., @, ... ), associons
’élément 9(a) e H défini par:

00 = 2 1@

Les formules :

o(e + B) = o(a) + o(b), 6(a.b) = 6(a).0(b)

sont vraies lorsque H = §, a = (X, ...), = (Yy, -..), on P'a vu au cours de la
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démonstration du théoréme 5. I1 en résulte facilement qu’elles sont vraies sans
restriction sur & et §, autrement dit que § est un homomorphisme d’anneaux. Comme
6 est bijectif, on voit finalement que c’est un isomorphisme de W(A) sur H, ce qui
démontre le théoréme.

COROLLAIRE. On a W(F,) = Z, et W,(F,) = Z[p"Z.
En effet, I'anneau Z, des entiers p-adiques est un p-anneau strict d’anneau
résiduel le corps premier F,.

L’application F.

Supposons que & soit un anneau de caractéristique p (non nécessairement parfait).
L’application x — xP est un homomorphisme de & dans k. Elle définit donc une
application F : W(k) - W(k), donnée par la formule :

F(ao, ay, ...) = (ag, af, _.,)

qui est un homomorphisme d’anneaux.
On a de plus lidentité VF = FV = p. En effet, il suffit de vérifier cette identité
lorsque £ est parfait; en appliquant alors I'isomorphisme ¢ défini ci-dessus, on trouve :

B(EVE) = D, @)+t = pa(e) = o(se),
ce qui montre bien que FV = VF = ».
Remarque. Dans le langage des schémas de Grothendieck, les constructions précé-
dentes reviennent A définir pour, chaque entier n, un schéma d’anneaux W,, affine

et de type fini sur Spec(Z). Pour tout anneau A, 'anneau W,(A) n’est autre que
Tensemble des points de W, & valeurs dans A.
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CHAPITRE III

DISCRIMINANT ET DIFFERENTE

Dans tout ce chapitre, A désigne un anneau de Dedekind, de corps des fractions K.

§ 1. Réseaux

Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie. On appelle réseau de V (par rapport
4 A) un sous-A-module X de V engendrant V, et de type fini sur A. Si A est prin-
cipal, il revient au méme de dire que X est un A-module libre de rang égal A[V : KJ;
on peut souvent se ramener A ce cas en localisant, c’est-A-dire en remplagant A par A,
et X par A,X = X,.

Soient X, et X deux réseaux de V; si X e X, le module X, /X, est un module
de longueur finie, et ’on a défini au Chap. I, § 5 son invariant y(X,;/X,) qui est
un idéal non nul de A. Nous allons étendre cette définition au cas général :

Lemme 1, Soient X, et Xg deux réseaux de V; Vidéal fractionnaire x(X,/Xq) . 3 (Xs/Xs) ™Y,
défini pour tout réseay Xgc X, n X,, ne dépend que de X, et X,.
En effet, si I'on pose X, = X, n X, la suite exacte :

0 = X /X; = X, /X = XX =0
montre que x(X,;/X;) = 3 (X /X3) . 1(X,/X,), et de méme :

1(XalXy) = 2(XofXa) - 2(Xs/Xy)-

On en tire :

1K1 Xs)  x (XKefXa) ™t = 7(XKy/Xq) - 2(X /X, c.q.fd

On peut donc associer a X, et X, I'idéal fractionnaire non nul

1Ky Xy) = 2 (X)) (X XG) pour X,cX;nX,



58 RAMIFICATION I

ProPOSITION 1. On a les formules suivantes
(@) x(X1 Xg) - x(Xa XS)X.(XM Xy) =1
0) x(Xp X x(Xp Xy) = 1.
(@) 1(Xqs Xa) = x(Xy/Xy) 5i X;> X )
(Par abus d’écriture, on note 1 I’élément unité du groupe des idéaux fraction-
naires non nuls de A, c’est-a-dire I'idéal A.)
La formule (2) se démontre en choisissant un réseau X contenu dans X, n X, n X,,
et en écrivant x(X,, X;) sous la forme x(Xi/X}.3(X;/X)~1. Les formules (5) et (c)
sont triviales,

PROPOSITION 2. St u est un K-automorphisme de V, et si X est un réseau de V, on a
x(X, uX) = (det (x)) (idéal principal engendré par det (u)).

(On a noté uX le transformé de X par u.)

En localisant, et en multipliant # par une constante, on se raméne au cas ou
X = A", et ol uX ¢ X, auquel cas la proposition résulte du lemme 3 du Chap I, § 5.

La proposition précédente suggére la définition directe suivante de I'idéal

x(X, X' :
Soit n = [V : K], et soit W = /\V c’est un espace vectoriel de dimension 1

sur K. A tout réseau X de V faisons correspondre X, = /\X, qui s’identifie 4 un
réseau de W; comme [W : K] = 1, si D et D’ sont deux réseaux de W, il existe
un idéal fractionnaire non nul a de K et un seul tel que D’ = aD (c’est d’ailleurs
%(D, D). En appliquant ceci 3 D = Xw, D' = X, on obtient un idéal' qui n'est
autre que 3(X, X') : cest immédiat par localisation, en appliquant la propo-
s1t10n 2.

§ 2. Discriminant d'un réseau par rapport & une forme bilinéaire

Nous supposerons maintenant que l'espace vectoriel V est muni d’une forme bili-
néaire non dégénérée - T(x, y).

Soit # = [V : K]. On sait que T se prolonge en une forme bilinéaire non dégé-
nérée (que nous noterons encore T) sur 'algébre extérieure de V, et en particulier

sur W = /\V. Cette forme donne en fait un isomorphisme.
T: WO,W K.

Soit X un réseau de V, et soit X, sa puissance extérieure n-iéme, identifiée
4 un réseau de W. L’image de X, ®,X,, par T est un idéal fractionnaire non nul de K,
qui s’appelle le discriminant de X par rapport & T; nous le noterons by, , ou seulement vy
si cela ne préte pas A confusion.

Remarque. La définition précédente montre que 9y est isomorphe comme A-module
A Xy ®,Xy; sa classe d’idéaux (modulo les idéaux principaux) est donc un carré.
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ProPoSITION 8. Si X est un A-module libre de base S = ey, ..., &}, 'idéal by est Pidéal
principal engendré par le discriminant D (S) de S (au sens de Bourbaki, Alg., Chap. IX, §2).
[On rappelle que Dy(S) = det (T(e, ¢)).]
En effet, on sait que dans ce cas X, est un A-module libre de base |¢f, avec
e=g;\--- Ae,, et que T(e, ¢} =D, (S), cf. Bourbaki, loc. cit. L’image de X, ®, X,
dans K est donc bien engendrée par D.(S).

Remarque. Quitte 3 localiser, on aurait pu prendrela formule b, . = (det (T{(e; ¢)))
pour définition de by .

PROPOSITION 4. Soit X un réseau de V, et soit X% Pensemble des ye 'V tels que T(x, y) e A
pour tout xeV. Alors X¥ est un réseau de V, et 'on a:
b, = x(XE, X).
En localisant, on se rameéne au cas ol X est libre de base {¢|; alors X7} est libre
de base la base ¢} définie par les relations
T(e, €) =3 cf. Bourbaki, loc. cit., p. 22.
Sil'on écrit & = Yx,e}, 1a proposition 2 montre que x (X%, X) = (det (x;)). Comme

T(e, &) = x;;, on obtient la formule cherchée.
Enfin, la proposition suivante montre comment b,,, varie avec X :

ProrosiTiON 5. 8t X et X' sont deux réseaux de V, on a:
by =By (X, X)%
Soit a = x(X, X'). On a vu au § 1 que X} =a.X,, dans W; I'image par I'isomor-

phisme T : WO®W — K de X% ®Xiv est donc égale au produit de a® par I'image
de X, ®X,, ce qui démontre la proposition.

CoROLLAIRE. §7 X'cX, on a 9y, y = Dy, 10% o @ est un idéal de A; onaa=1siet
seulement si X' = X.
On prend a = x(X/X'); il est clair que a = 1 si et seulement si X = X",

3. Discriminant et différente d'une extension séparable
P

Soit L-une.extension finie et séparable du corps K. On sait que I’homomorphisme
Tr: LK

est surjectif, et que la forme bilinéaire Tr (xy) est non dégénérée sur L. On peut
donc appliquer les définitions et résultats du § précédent A cette forme bilinéaire;
en particulier, le discriminant d’un réseau de L (par rapport 4 A) est défini; si ce
réseau est un A-module libre de base {¢/|, son discriminant est I’idéal engendré par
det (Tr(ee))), et on sait (Bourbaki, Alg., Chap. V, § 10, prop. 12) que I'on a :

det (Tr (e2))) = (det (a(e)))%,
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¢ parcourant ’ensemble des K-isomorphismes de L dans une cloture algébrique
de K.

Ceci s’applique notamment A la fermeture intégrale B de A dans L; la propo-
sition 8 du Chapitre I montre en effet que c’est bien un réseau de L. Le discriminant
correspondant sera noté by, ou parfois b, s (lorsqu’aucune confusion sur A n’est
possible).

Soit B* I’ensemble des ye L tels que Tr (xp) € A pour tout xe B; c’est le réseau
noté Bf au § précédent. On ’appelle la codifférente de B sur A (ou encore la « diffé-
rente inverse »). C’est un sous-B-module de L; on voit tout de suite que c’est le plus
grand sous-B-module E de L tel que Tr (E) c A. En particulier, comme Tr (B) c A,
on a BcB'. La codifférente est donc un idéal fractionnaire de L par rapport i B;
son inverse s’appelle la différente de B sur A (ou de 'extension L/K), et se note D,
ou D, ,,; c’est un idéal non nul de B. Différente et discriminant sont reliés par la
proposition suivante :

ProrosiTiON 6. On a by, = 3 (B*/B) = N, /o (D)
L’égalité vy, = x,(B*/B) résulte de la proposition 4. D’autre part, on a
7a(B*/B) = Dy,, et I'on sait que z, = N, ;; o 75, cf. Chap. I, § 5, prop. 12, -

CoROLLAIRE. Le discriminant by, est contenu dans A.

Remarque. La proposition précédente montre que la différente détermine le discri-
minant; la réciproque n’est pas vraie en général (sauf toutefois s’il n’y a qu’un seul
idéal premier de B au-dessus de tout idéal premier de A, ce qui est Justement le
cas lorsque I’on compléte).

ProrosiTioN 7. Soita Qre:p. b) un idéal fractionnaire de K (resp. L) relativement 2 A (resp. B).

Les deux propriétés suivantes sont alors équivalentes:

(i) Tr(%) ca.

(ii) bca. D
Le cas a = 0 est trivial. Lorsque a4 0. 1a proposition résulte des équivalences

suivantes (qui sont immédiates) :

Tr(b) ca <=~ a~Tr(b) c A <= Tr(a ) c A <=~ a~ D c Dl <= fca. Dgh.

\
!

Il est clair que la propriété énoncée dans la proposition 7 caractérise 1a différente.

§ 4. Propriétés élémentaires de la difjérente et du discriminant.

On conserve les notations du § précédent : L désigne une extension finie séparable
de K, et B la fermeture intégrale de A dans L.

(i) Transitivité.

Prorosrrion 8. Soit ML une extension séparable de degré fini n, et sosit C la fermeture inté-
grale de A dans M. On a:

93cu\ = SD(‘./B'SDB/A et Doja = (bnlA)"-NLIK(bcln)°
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Posons § = Tryg, 6' = Try g, 0" = Try,; on a 6 =6 o 6”. Soit ¢ un idéal
fractionnaire de M par rapport & C. Les équivalences suivantes sont immédiates :
¢cDgh <= 0"(c) cB <= D5h.0"(¢) DA <= /(DA 0"(1)) cA -

<= 0(Drh-¢) A <= Dph ¢ cDch <= cc Dy, . DeA-

En comparant, on voit que Dgh = Dy, - Dk, d’oll la formule relative 4 la diffé-
rente. En appliquant Ny, aux deux membres, on obtient celle relative aux discri-
minants.

(ii) Localisation.
PROPOSITION 9. Si S est une partie muliplicative de A, on a ;

S71Dy = Dy—tpis—s et S~Ma/s = bg—tag1,-

Vu la formule (§-'6)~1 = S—1§-1, plusieurs fois utilisée au Chap. I, il suffit de
montrer que S~'B* = (S-1B)*. Or, si x = s~Yy, avec se8S, yeB*, on a

Tr(x) = s~'Tr(y) eS-1A;

comme S-'B* contient S-1B et est un idéal fractionnaire, ceci montre que
S—1B* c (S-!B)*. En sens inverse, soient b; des générateurs de B, et soit x e (S~1B)*;
on a Tr(xb)eS—'A, d'oit Tr(xb) = s-'a, avec ;€A (les b, étant en nombre
fini), et sxeB*, ce qui démontre I’inclusion opposée.

(iii) Complétion.

PROPOSITION To. Soit P un idéal premier de B, et soit p = P n A. Soit Sy Vidéal du com-
plété ﬁil engendré par la différente Dy, ; idéal ﬁbm est alors la différente de 1'anneau ﬁs,p
par rapport & I’anneau Ab'

(En d’autres termes, 'exposant de § dans Dy, est égal A exposant de ﬂ)ﬁm dans
la différénte de By sur Ab : 1a différente « se conserve par complétion ».)

En appliquant la proposition g9 avec S = A — §, on se raméne au cas oil A est
un anneau de valuation discrite; nous noterons A (resp. K) son complété (resp. celui du
corps K). De méme, si {B]; e, est 1a famille des idéaux premiers de B au-dessus de §,
nous noterons B, (resp. L;) le complété de B (resp. de L) pour la valuation définie
par B : :

‘Plagons-nous d’abord dans la K-algebre L® R = {.; soit 8 = B®,A; c’est un
A-réseau de 1. La forme Tr(xy) est une forme bilinéaire non dégénérée sur L., déduite
par extension des scalaires de la forme analogue sur L. On en déduit facilement (par
exemple en prenant une base) que le réseau dual (B)* de B s'obtient par extension
des scalaires 4 partir du réseau B* = ®il. En d’autres termes, on a :

(B)* = (B%)" =B*®,A.
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Mais d’autre part, nous savons (cf. Chap. II, § 2) que L®.R =HL, et que
iet
B® AA = Hﬁ,-; si 'on note Try la trace dans Pextension 'L,-/K, la forme bilinéaire
i €1
Tr (xy) sur L est somme directe des formes bilinéaires Tr; (xy) sur les L. La formule

évidente :
()= =TT eom,

i€l iel
appliquée 3 X; = B, montre alors que (B)* =l1;[1(f37') En d’autres termes, la

codifférente de B par rapport & A engendre dans chacun des L., la codifférente de B, par rapport &
; en prenant les inverses, on obtient le méme résultat pour la différente, c.q.f.d.

CoROLLAIRE. Soit b P'idéal de A, engendré par le discriminant vy, et soit by le discriminant
de ﬁil par rapport & Ab' Ona:
7 ] P

Piv

Cela résulte de la proposition 10, en prenant la norme.

Exercice. Soit C un sous-anneau de B, contenant A, et ayant méme corps des fractions que B,

a) Montrer que, parmi tous les idéaux de B contenus dans C, il en existe un plus grand, qui
est ’annulateur du G-module B/C; on le notera 7,5 (c’est le « conducteur » de B dans C).

b) Montrer que f.y = (B*: C*), autrement dit que fy, est I'ensemble des xeL tels que
xC* cB*. i
¢) Onsuppose que C*, considéré comme C-idéal fractionnaire, est inversible; soit ¢ son inverse
(on a donc «C* = C). Déduire de b) la formule :

A

-
fors = ¢-Tapn-

§ 5. Extensions non ramifiées

On conserve les notations et hypotheses des §§ 3 et 4.

THEOREME 1. Soit P un idéal premier de B, et soit p = PN A. Pour que Pextension LK
soit non ramifide en P (cf. Chap. 1, § 4), il faut et il suffit que P ne divise pas la différente Dy, .

Les propositions g et 10 permettent de se ramener au cas oll A est un anneau de
valuation discréte complet, de corps résiduel k; dans ce cas, B est lui aussi un anneau
de valuation discréte. Dire que §§ est non ramifié, équivaut alors A dire que B/pB est
un corps (autrement dit que ey = 1), et que ce corps est extension séparable de £.

Soit {x;| une base de Bsur A, et soit d = det (Tr (x:x;)) ; on sait que by, est’idéal
principal engendré par d. Pour que $ soit non ramifié, il est donc nécessaire et
suffisant que p ne divise pas d, c’est-i-dire que I'image d de d dans  soit non nulle.
Or, sil’on pose B = B/yB, les images ¥; des x; dans B forment une base de B et le discri-
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minant de cette base est égal 4 4. D’aprés un résultat connu (Bourbaki, Alg.,
Chap. IX, § 2, prop. 5), la condition d 5% 0 équivaut donc 4 dire que B est une
k-algtbre séparable, et comme c’est un anneau local, cela revient bien 4 dire que
c’est un corps, et que ce corps est extension séparable de &, c.q.f.d.

COROLLAIRE 1. Soit p un idéal premier de A. Pour que L[K soit non ramifiée en p, il faut
et il suffit que p ne divise pas le discriminant vy, .
-Cela résulte du fait que by, = N(Dyy,)-

COROLLAIRE 2. Presque tous les idéaux premiers de B (ou de A) sont non ramifiés dans Iexten-
sion L/K.

C’est évident.

On va maintenant examiner d’un peu plus prés la structure des extensions non
ramifiées, en nous bornant au cas ol A est un anneau de valuation discréte complet; on
notera k son corps résiduel.

TuEoREME 2. Soit k'[k une extension séparable finie. Il existe alors une extension finie non
ramifide K'|K dont Dextension résiduelle correspondante est isomorphe & k'|k; cetie extension
est unique, a un isomorphisme unique prés. Elle est galoisienne si et seulement si k' [k Dest.

Puisque k'/k est finie et séparable, elle est monogene. Soit § un générateur de
cette extension, et soit ¢ son polyndme minimal sur k; il est de degré n = [k’ : k].
Soit fe A[X] un polynéme unitaire dont la réduction f mod. p est égale 3 ¢. D’aprés
la proposition 15 du chapitre I, anneau A’ = A[X]/(f) est un anneau de valuation
discréte, non ramifié sur A, et d’extension résiduelle &'/k. Son corps des fractions est
le corps K’ cherché, ce qui démontre la premitre partie du théoréme. Les autres
assertions (qui, elles, font intervenir de fagon essentielle le fait que A est complet)
résultent du théoréme plus précis suivant :

TutorEME 3. Soit K'/K une extension finie non ramifice de K, d’extension résiduelle k' |k,
et soit K"K une extension finie quelconque, d’extension résiduelle k" |k. Lensemble des K-iso-
morphismes de K' dans K" correspond alors bijectivement (par réduction) & ensemble des
k-isomorphismes de k' dans k'.

Convenons de noter Hom* (B, C) I’ensemble des homomorphismes d’algé¢bres de B
dans C. Si I'on désigne par A’ et A" les fermetures intégrales de A dans K’ et K"
respectivement, on a évidemment :

omg (K', K") = Hom{! (A', A"),
et il s’agit de montrer que I’homomorphisme canonique
6 : Homy! (A’, A") — Homj' (¥, k")
est bijectif.

D’aprés la proposition 16 du Chapitre I, il existe x A’ tel que, si n =[K': K],
les éléments |1, x, ..., x"~1} forment une base de A’ sur A; de plus, si f désigne le
polyndéme caractéristique de x, la réduction f de f est le polyndme caractéristique
de 'image % de x dans £'. Il s’ensuit que les éléments de Homy (A’, A") (resp. de
Homj§!(k’, k")) correspondent biunivoquement aux éléments a" e A’ (resp £ ek’
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tels que f(a") = O (resp. tels que 7 (") = 0); quant A 'application 6, elle correspond
A la réduction &” — £” = @". Tout revient donc 4 montrer qu’une racine de f dans &
se reléve de facon unique en une racine de fdans A”,.ce qui est une conséquence de
la proposition 7 du Chapitre II (noter que toutes les racines de f sontsimples, puisque
ce polyndme est irréductible et séparable sur k).

CoOROLLAIRE 1. Soif k, la cloture séparable de k (i.e. la plus grande extension séparable de k
contenue dans une cloture algébrique de k), et soit K., la limite inductive des extensions non
ramyfides de K correspondant aux sous-extensions finies de k,. Le corps K, est galoisien sur K,
de corps résiduel k,, et Uon a: G(K../K) = G(k/[k).

C’est clair. ’

L’extension K,. s'appelle, pour des raisons évidentes, I’extension maximale
non ramifiée de K. Elle est unique, 4 isomorphisme pres. Si par exemple & est un
corps fini, G(k,/k) est isomorphe au complété Z de Z pour la topologie des sous-
groupes d’indice fini, et il en est de méme de G(K../K).

CoroLLAIRE 2. Soit K"[K une extension finse, d’extension résiduelle k"|k. Les sous-exten-
sions K'/K de K"[K qui sont non ramifides sur K correspondent biunivoquement aux sous-
extensions K'|k de k"|k qui sont séparables.

C’est clair.

CoROLLAIRE 3. Les hypothéses étant celles du corollaire 2, il existe un sous-corps non ramifié
maximal K'|K contenu dans K". Son corps résiduel k' est la plus grande extension séparable de k
contenue dans k'. Onae(K'"[K') = ¢(K"/K), f(K"/K’) = [¥" : k];, et f(K'|K) = [K" : k]..
Cela résulte du corollaire 2.
[On applique le plus souvent le corollaire g dans le cas ol1 k" est séparable sur k;
on obtient alors un corps intermédiaire K’ tel que K'/K’ soit totalement ramifié
(f=1), et K'/K non ramifié.]

\ -
Remarques. 1) Lorsque K et k ont méme caractéristique, K est isomorphe & £((T))
(cf. Chapitre II, § 4, ot nous avons donné la démeonstration lorsque & est parfait);
si k' est une extension finie séparable de k, I’extension non ramifiée correspondante
est K' = k'((T)) = ¥'®,K. Lorsque k est un corps parfait de caractéristique
>0, on a de méme K' = W(K') ®wK, ol \’V(k) désigne 'anneau des vecteurs
de Witt & coefficients dans £.

2) Les résultats de ce paragraphe s’étendent aux anneaux locaux noethériens complets
quelconques; le lecteur pourra se reporter au séminaire de Grothendieck ([29], § 1).
§ 6. Calcul de la différente et du discriminant

On conserve les notations et hypothéses des §§ 3 et 4.

ProrositioN 11. Soit n = [L : K] et s0it G un sous-anneau de B, contenant A, et admet-
tant une A-base formée des puissances x', 0 < i < n— 1, d’un élément x. Soit f le polyndme
caractéristique de x. Alors :
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(i) On a feA[X].
(ii) Le A-module C* est un module libre, admettant pour base les | f'(x), 0 L i< n—1,
o f'(X) désigne la dérivée de f(X).

Les coefficients de f sont entiers sur A, et appartiennent A K; ils appartiennent
donc A A, ce qui démontre (i). (Noter que I'anneau C est isomorphe 4 'anneau

— A[X)/(f), cf. Chap. I, § 6.)

Pour démontrer (ii) on va se servir du résultat suivant :

LeMME 2 (Euler) On a Tr (¥| f' ‘(1) =05 0<i<n—a e Tr (x=1 f1(x)) = 1.
Soient x4, kK = 1, ..., 7, les conjugués de x dans une extension convenable de L.
11 faut calculer les sommés Z(x,,)"/ f'(xs). Or on a Pidentité :
k

k=n
() 2 "'k)(T—""k)
[Décomposer la fonction rationnelle 7 ('II') en somme d’« éléments simples »
a/(T — xx), et déterminer les a; par le procédé usuel.]

Si I’on développe en série de puissances en 1/T, le terme de plus bas degré

1
7T
est 1/T" et en comparant avec le développement du membre de droite de (*)
on obtient bien les formules cherchées.

Revenons maintenant 3 la proposition 11; il suffit de montrer que la matrice
ry = Tr(«'.2)/f’(x)} est inversible dans GL(n, A). Or le lemme 2 montre que
rp=0sii+jn—z2,etr;=18ii4+j=n—1;,pourit+j>n ona

ry = Tr (.24~ (x)),

et comme x" est combinaison linéaire A coefficients dans A des «, 0 < 1 <<n, ceci
montre par récurrence que ry €A, Le calcul du déterminant d’une matrice trian-
gulaire donne alors det (r;) = (— 1)"-D12) ¢ q.f.d.

Conservons les hypothéses de la proposition 11. L’ensemble r des éléments te C
tels que ¢{B c C est un idéal 4 la fois dans C et dans B, qu’on appelle le conducteur de
B dans C.

COROLLAIRE 1. Avec les hypothéses et nolations précédentes, on a:
t = f'(x). Dsh-

Posons, pour simplifier I’écriture, b = f'(x). Si teL, on a les équivalences
suivantes :

tet <> Bc Ctd b-YBc C* < Tr (b-4B) c A <> b-1 e D5k <= 1< b. D3k,

d’olt le corollaire.
SERRE 5
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COROLLAIRE 2. La différente D, divise U'idéal principal (f'(x)). Pour que ces deux idéaux
soient égaux, il faut et il suffit que B = C (c’est-a-dire que B = A[x]).

La premiére assertion résulte de la formule (f'(x)) = r.®y,. Cette méme
formule montre que Dy, = (f'(x)) si et seulement si v = 1, c’est-a-dire si B = G,
d’ol la seconde assertion.

Le corollaire 2 permet de calculer la différente 9,,, lorsque B est de la forme
A[x]; on va donner une condition pour qu’il en soit ainsi :

PROPOSITION 12. Supposons que B (donc aussi A) soit un anneau de valuation discréte ; si
on note L. et K les corps résiduels de ces deux anneaux, supposons en outre que Iextension LJK
soit séparable. Il existe alors une base de B formée des puissances {1, x, ..., x*~Y| d’un élément x.

(Cette proposition s’applique notamment lorsque A est un anneau de valuation
discréte complet dont le corps résiduel est parfait.)

Soit ¢ I'indice de ramification de L/K, et soit f = [L : K]. On a n = ¢f. Soit =
une uniformisante de B, et soit x un élément de B dont la classe dans . est un élément
primitif de I'extension L/K.

LemME 3. Les produits x'n, 0 < i <f, 0 < J<<e, forment une base du A-module B.

Le nombre de ces produits est ¢f; pour voir qu'ils forment une base de B, il
suffit donc de montrer qu’ils engendrent B, et méme qu’ils engendrent BjpB, ou p
est 'idéal maximal de A. Or on a pB = =°B. Il suffit donc de montrer que si ces
éléments engendrent B mod. =™, avec m < ¢, ils engendrent B mod. =™+1, ce qui est
immédiat.

LeMME 4. On peut choisir Uélément x de telle sorte qu'il existe un polynéme unitaire R (X),
de degré f, & coeﬁimnt.r dans A, tel que R(x) soit une uniformisante de B.

Faisons d’abord un choix quelconque de x, et soit % sa classe dans L_; par hypo-
thése, on a L = K(¥), et ¥ vérifie une équation R(¥) = 0, o1 R est un polynéme
unitaire sur K de degré f; on peut relever R en un polynéme unitaire R sur ’anneau
A. Puisque P'image de R(x) dans L est nulle, on a w(R(x)) > 1, ol w désigne la
valuation de B. 8l y a égalité I’élément x vérifie les conclusions du lemme; sinon,
on a w(R(x)) > 2. Soit £ un élément de valuation 1, et formons R(x + 4); la formule
de Taylor donne :

R(x + & =R(x) + &.R'(x) + £2.5, avec beB.

Comme L/K est séparable, on a R'(¥) 5 0, ce qui montre que R'(x) est inversible,
et que A.R’'(x) a pour valuation 1; comme les autres termes de R(x + %) ont une
valuation > 2, on voit que w(R(x+ A)) =1, et 'élément x -+ £ est ’élément
cherché.

Nous pouvons maintenant achever la démonstration de la proposition 12. Si
nous choisissons un élément x vérifiant les hypothéses du lemme 4, et si nous posons
= = R(x), le lemme § montre que les produits xR(x)), 0 < i<f, 0 j<e, for-
ment une base de B; donc B = A[x], et comme x vérifie une équation unitaire
de degré n, ceci suffit & prouver que {1, #, ..., x*~} forme une base.
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Remarque. La proposition 12 ne s'étend pas au cas ou 'on suppose seulement que
A est un anneau de valuation discréte, cf. Exerc. 3.

PROPOSITION 13. Soit B un idéal premier non nul de B, soit y = BNA, soient Ly et K,
les corps résiduels correspondants. On suppose que extension résiduelle ]:m/K,, est :e'parable
Alors Dexposant de B dans la différente D), est mpémur ou égal & ey —1 (em désignant
Pindice de ramification), I’dgalité ayant lieu si et seulement si et seulement si ey est pre-
mier & la caractéristique du corps résiduel K,

En localisant et complétant, on se raméne au cas ol A et B sont des anneaux
de valuation discréte complets; en utilisant le corollaire § au théoréme 3, on peut
en outre supposer que L/K est totalement ramifiée. Si = est une uniformisante de L,
on sait (cf. Chap. I, § 6) que » vérifie une équation d’Eisenstein f(x) =0, avec

f=X‘+a1X"l+-"+aex ey, ¢=¢$=[L;K],

De plus, on a B = A[x], ce qui permet d’appliquer le corollaire 2 4 la proposition 11 :
la différente Dy, est engendrée par f(x). Or, on a:
{=e~1
- f (=) = Z (6 — )ant=1,  aveca = It

i=0

Soit w la valuation discréte associée 3 B. On a w(z) = 1 et
w((e — i) amet-1))= — i — 1 (mod ¢) si (¢ —i)a; # 0.
Cela montre que les termes non nuls de f”(=) ont des valuations distinctes (puisque
distinctes modulo ¢). D’ou :

®) wlf() = Inf  w((e— ;) ape-t1),

0<i<e

Le terme correspondant 4 1 = 0 donne ¢ — 1 + w(e); ceux correspondant 4 i > 1
sont > ¢. On voit donc que w(f'(x)) > ¢ — 1 et qu’il y a égalité si et seulement si
w(e) = 0, i.c. si ¢ est premier A la caractéristique résiduelle, cqfd.

Remarque. La formule (*), appliquée en prenant : = 0, donne :

w(f'() < e —1 + wle).

On en déduit une borne supérieure pour ’exposant de P dans la différente Dp/s. Cette
borne est due 2 Hensel (7. Crelle 113 (1894)) lorsque K = Q; elle avait été conjectu-
rée par Dedekind. Quant 4 la valeur exacte de ’exposant en question, elle dépend
des groupes de ramification de ’extension, cf. chap. IV, prop. 4.

Exercices. 1) Les hypotheses étant celles de la prop. 12, montrer que, si B = A[x], et si y est
assez voisin de ¥, on 2 B = A[y].

2) Dans le cas général, soit B un idéal premier de B, tel que I’extension résiduelle correspon-
dante soit séparable. Montrer qu’il existe xeB, engendrant I'extension L/K, et tel que le
conducteur r de B dans A[x] soit premier 4 ' (appliquer la prop. 12 et ’exer. 1 ci-dessus aux
complétés de B et de A).
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3) Supposons que A soit un anneau de valuation discréte, et que B soit « complétement
décomposé », c’est-a-dire qu'il existe n = [L : K] idéaux premiers de B au-dessus de I'idéal
premier r de A. Montrer que, pour qu'il existe xeB tel que B = A[x], il faut et il suffit que
I’on ait n { Card (K), ot K est le corps résiduel de A.

§ 7. Une caractérisation différentielle de la différente

Soit B une A-algebre commutative quelconque. L’application (x, y} — xp définit

un homomorphisme
0:B®,B—B

Soit I son noyau, et posons @, (B) = I/I? = I®,,B; on obtient ainsi un B-module,
qui s’appelle le module des A-différenticlles de Ianneau B (cette définition est due 2
E. Kihler). Si on note dx 'image de x® 1 — 1®x dans I/I?, tout élément de Q, (B)
s’écrit sous la forme Yy, dx;, et 'on a:

dixy) = xdy + ydx
da=20 si aeA.

Le module Q,(B) est d’ailleurs universel pour les propriétés précédentes (cf. [12],
exposé 13, ainsi que [46]).

PropPoOSITION 14. Soit A un anneau de Dedekind, de corps des fractions K ; soit L une exten-
sion séparable finie de K, et soit B la_fermeture intégrale de A dans L. On suppose que, pour tout
idéal premier B de B, Uextension résiduelle corvespondante est séparable. Le B-module Q, (B)
est alors un B-module monogéne, dont Uanmulateur est la différente Dyy,. ’

On démontre facil?ment que, si A’ est une A-algébre commutative quelconque,
etsiB’' = B®,A’, on a Q,.(B') = Q,(B)®,A’. Il en résulte que le module des diffé-
rentielles « se conserve » par localisation et complétion, ce qui nous raméne au cas
ol A est un anneau deivaluation discréte complet. D’aprés la proposition 12, on a
alors B = A[X]/(f), oit f est un polyndme unitaire. Si x désigne I'image de X dans
B, on en déduit ([12], loc. cit.) que Q,(B) est engendré par dx, et que I'annulateur
de dx est f'(x). D’autre part, d’aprés le corollaire 2 4 la proposition 11, Dy, est
P’idéal principal engendré par f'(x), d’ou la proposition.

Remargue. 1l serait intéressant d’obtenir une démonstration plus directe de la propo-
sition précédente, et également d’étudier les « parties principales d’ordre m »
P.(B/A) = (B® B)/I™+1,

Exercices. 1) Les hypothéses étant celles de la propoesition 14, montrer qu’il existe un élément
x&€B tel que dx engendre Q, (B).

2) Traduire la proposition 14 et 'exercice 1 en termes de dérivations.

3) Donner un exemple d’extension séparable L/K admettant une extension résiduelle LK
qui est radicielle de hauteur 1 et non monogéne. Montrer que, pour une telle extension,
Q, (B) n’est pas monogene.



CHAPITRE 1V

GROUPES DE RAMIFICATION

Notations

Dans ce chapitre, K désigne un corps muni d’une valuation discréte v, pour laquelle
il est complet. On note A 'anneau de valuation correspondant, p, son idéal maximal,
K = Ag/p, son corps résiduel et U, = A, —p, le groupe multiplicatif des éléments
inversibles de A[.

Si L est une extension séparable finie de K, on note A, la fermeture intégrale
de A, dans L; c’est un anneau de valuation discrete complet (Chap. II, § 2); on
définit comme ci-dessus oy, p,, Uy, L. Nous supposerons toujours que extension résiduelle
L/K est séparable. L’indice de ramification de p, dans L/K sera noté ¢, et son
degré résiduel sera noté f.; on a e . fi o = [L: K], cf. Chap. I, § 4.

§ 1. Définition des groupes de ramification, et premiéres propriétés

Soit L/K une extension galoisienne (vérifiant les hypothéses ci-dessus) et soit
G = G(L/K) son groupe de Galois. Le groupe G opére sur 'anneau A,; on sait
(Chap. III, § 6, prop. 12) qu’il existe un élément xe A qui engendre A, considéré
comme A -algébre.

LeMMmE 1. Soit s€ G, et soit i un entier > — 1. Les trois conditions suivantes sont équi-
valentes :

a) s opére trivialement sur I'anncau quotient A [p\*1.
b) v (s(@a) —a) > 141 pour toul acA,.
¢) v (s(x) —x)>i+ 1

L’équivalence de (a) et (b) est triviale; d’autre part, 'image x;de x dans A, /pi"=A,
engendre A, considéré comme A -algébre. Donc, pour que s opére trivialement
sur A, il faue et il suffit que s(x;) = x,, ce qui montre I’équivalence de (q) et de (c).
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PRrOPOSITION 1. Pour tout entier i > — 1, soit G, l'ensemble des s € G qui vérifient les condi-
tions (a), (b), (c) du lemme 1. Les G, forment une suzte décroissante de sous-groupes invariants
de G. On a G; = {1| pour i assez grand, G est le sous-groupe d’inertic de G (¢f. Chap. I,
§7,e¢G,=0G.

La condition (4) montre que les G; sont des sous-groupes invariants de G, qui
décroissent évidemment avec i. La condition (¢) montre que, si

> sup (o,(s(x) — %)),

pour s # 1, on a G; = |1}, Les autres assertions sont évidentes.

Le groupe G, s’appelle le i~iéme groupe de ramsfication de G (ou de L/K). Les groupes
de ramification définissent une filtration du groupe G (au sens de Bourbaki, Alg.
comm., Chap. I11, § 2); le quotient G/G, n’est autre que le groupe de Galois G(L/K)
de P’extension résiduelle L/K (cf. Chap. I, § 7); les quotients G;/Gya, i > 0, seront
étudiés au paragraphe suivant.

L’élément x désignant toujours un générateur de la A -algebre A, nous défi-
nirons une fonction i sur G par la formule :

ig(s) = v, (s(x) — ).

Si s £ 1, ig(s) est un entier > 0; on a i;(1) = + . La fonction 7, jouit des pro-
priétés suivantes :

G =41 <=>s5eG
ig(tst=1) = ig(s)
ig(st) > Inf (i(s), ia(?))-

La premitre propriété ne fait qu'exprimer la définition de G;; elle montre que ig
ne dépend pas du chdix du générateur x, et que la connaissance de i, est équiralente
a celle des G; (dans la terminologie de Bourbaki, loc. cit., i, est égale A la fonction d’ordre
de la filtration (G;), augmentée d’une unité). Les deux autres propriétés résultent
de la premitre, et du fait que les G, sont des sous-groupes invariants de G.

Soit maintenant H un sous-groupe de G, et soit K’ la sous-extension de L corres-
pondant 3 H. On a G(L/K') = H, et nous allons voir que les groupes de ramifi-
cation de G déterminent ceux de H:

ProrosiTioN 2. On a H; = GiNH, et i,(5) = ig(s) pour lout seH.
Clest évident par exemple en utilisant la' condition (¢) du lemme 1.

CoroLLAIRE. Soit K, la plus grande extension non ramifie de K contenue dans L, et soit,
H le sous-groupe de G corvespondant. Le groupe H est égal au groupe d’inertie G, et les
groupes de ramification de G d'indice > O sont éyaux & ceux de H.

Le fait que H = G4 a été démontré au Chap. I, § 7. Comme G,c G, pouri > 0,
la proposition 2 montre bien que G; = H,.

Remarque. L’extension L/K, est fotalement ramifiée; le corollaire précédent raméne
donc ’étude des groupes de ramification « supérieurs » (d’indice 7 > 0) i celle du
cas totalement ramifié; c’est la méthode que nous suivrons au § 2.
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Supposons en outre que H soit un sous-groupe invariant de G, de sorte que G/H
s’identifie au groupe de Galois de K'/K. Nous allons voir que les groupes de rami-
fication de G déterminent ceux de G/H; le résultat s"énonce de fagon simple en
termes de la fonction i: i

ProPOSITION 3. On a igp(a =13 ig(s) pour lout ce G/H, avec ¢ = ¢y /zn
Py L/

S>o

Démonstration (d’aprés J. Tate). Pour ¢ =1, les deux membres sont égaux i
+ o0, et la formule est vraie. Supposons donc s 5 1. Soit x (resp. y) un générateur
de la Ag-algebre A, (resp. Ag). Par définition, ¢'.ig(a) = v, (s(3) —3), et
i (s} = v, (s(x) — x). Si I'on choisit un se G ayant pour image q, les autres éléments
de G ayant pour image ¢ sont de la forme st, zeH. Tout revient donc & montrer
que les eléments

a=s(y)—y o b=‘1‘;!(:t(x)—x)

engendrent le méme idéal dans A, .
Soit fe A [X] I'équation minimale de x par rapport au corps intermédiaire

K'. On a f(X) =l_[ (X — t(x)). Désignons par s(f) le polynéme déduit de f en
ieH

transformant chacun de ses coefficients par 5. On a évidemment :
s(n ) =1 x— o).
ted

Comme s{ f)} — f a tous ses coefficients divisibles par s(») — », on en conclut que
s(3) —y = adivise s(f) (x) —f (x) = s(f)(x) = == b.

Reste & montrer que b divise a. Pour cela, écrivons y comme polyndme en x, 2
coefficients dans A, : y = g(x). Le polynéme g(X) —y a pour racine x, et a tous
ses coefficients dans A_; il est donc divisible par le polyndme fintroduit ci-dessus,
et 'ona:

g(X) —y =f(X).k(X), avec heAX].

En transformant cette équation par s, et en faisant X = x dans le résultat, on
obtient :

y—s0) = s(f)(x)-s(B)(x),

ce qui montre bien que b divise a, et achéve la démonstration.

CoroLLAIRE. 8T H = G; pour un entier § > 0, on a2 (G/H); = G/H powr i< j, et
(G/H): = {1} pour i > j.

Les Gi/H, 1 £ j, forment une filtration décroissante de G/H. Si ae G/H, s # 1,
il existe donc un 7 <Cj et un seul tel que e Gi/H, a¢ Giw/H. Si seG a pour
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image a, il est clair que 'on a s G, s & Gy, d’0lt i (s) = ¢ + 1. De plus, puisque
Hc G,, I'extension L/K’ est totalement ramifiée, et e, est égal a I'ordre de H.
La proposition 3 montre alors que iy4(g) = i + 1, ce qui prouve que la filtration
des Gi/H coincide avec celle des (G/H): pour i . Comme d’autre part
(G/H); = G;/H = {1{, on a bien (G/H); = {1| pour i > j.

Remarque. Dans le cas général, la proposition 3 permet encore de démontrer que
les groupes de ramification de G/H sont les images de ceux de G, mais il faut en
modifier la numérotation. Nous reviendrons li-dessus au § 3.

Nous allons maintenant utiliser les groupes de ramification pour déterminer
la différente d’une sous-extension de L/K :

PRoPOSITION 4, S1 D, désigne la différente de Uextension LIK, on a:
j=o

mnm=§m¢=2«mum—m

i=0

[Ici, et dans toute la suite, on note Card (S) le nombre d’éléments d’un ensemble
fini S. On notera que Card (G;) — 1 = 0 pour 7 assez grand, ce qui donne un sens
A la somme infinie.]

Désignons encore par x un générateur de A, sur A,, et soit fle polynéme minimal
de x sur K. D’aprés le corollaire 2 & la proposition 11 du Chapitre III, D, est

engendré par f'(x). Mais on a f(X r] X —s( x) d’olr :
4
7@ =1l e—s@,

-\ SF#1

et mam=uuvn=§u@

ce qui démontre la premitre formule.
Pour démontrer la seconde, posons r; = Card (G;) — 1, et remarquons que la
fonction i; est égale A i sur G;_; — G;. On a donc :

;ic(-") = Zo frier—r) = (ro—r1) + 2(ri—ra) +3(rz—r3) + -+~
=rp+r +rg4 0, c.qfd.

CororLARE. Si K' est une sous-extension de L, correspondant au sous-groupe H de G,
on a:

LY,
7 (D) = 7 ig(s),  avec € = ey .



§ 2 GROUPES DE RAMIFICATION 73

En effet, d’aprés la proposition 4, on a :

@) = el o Bu) = ; io ),
s€H

et on conclut en appliquant la transitivité de la différente (Chap. III, § 4, prop. 8).

Remarques. 1) Lorsqu’on ne suppose plus l'extension résiduelle L/K séparable,
on est conduit A dédoubler la suite G, des groupes de ramification (cf, Samuel-Zariski
[53]), I, Chap. V, § 10). J’ignore s’il est possible d’étendre 4 ce cas les propositions 3
et 4.

2) La « globalisation » des définitions et des résultats de ce Chapitre ne présente
aucune difficulté. De fagon précise, soit A un anneau de Dedekind de corps des
fractions E, soit B sa fermeture intégrale dans une extension galoisienne F de E,
de groupe de Galois G, et soit § un idéal premier de B; soit p = P n A. On sait
(Chap. II, § 3) que le groupe de décomposition Dy de S5 est le groupe de Galois de
Pextension des corps complétés Lﬂl/Kkﬁ si ’extension résiduelle correspondante est
séparable, on peut appliquer les définitions ci-dessus a cette extension, et définir les
groupes de ramification Gi(B) de G relativement & B; ce sont des sous-groupes invariants
du groupe de décomposition Dgp. Il est facile de voir que :

seGy(B) <=~ s(x) =x mod. P+ pour tout xeB.

La proposition 2 montre que, si Hc G, on a H;(8) = Hn Gi(). On peut traduire
de méme les propositions 3 et 4 et, plus généralement, tous les résultats de ce chapitre;
nous nous en dispenserons.

Exercice. Soit L/K une extension galoisienne totalement ramifiée, et soit Ly/K, une extension
déduite de la précédente par le procédé de I'exer. 4 du Chap. 11, § 2. Montrer que les groupes
de ramification de L/K coincident avec ceux de L,/K,.

[On rameéne ainsi I'étude des groupes de ramification au cas ou le corps résiduel est algé-
briquement clos.]

§ 2. Les quotients GG, { >0

On conserve les notations et les hypothéses du paragraphe 1, et I'on désigne par K.
la plus grande extension non ramifiée de K contenue dans L (cf. corollaire A la
proposition 2).

On note = une uniformisante de L.

ProrosrTION 5. Soif ¢ un entier > 0. Pour qu’un élément s du groupe d’inertie G, appar-
tienne & G, il faut et il suffit que U'on ait:

s(z)/r=1 mod. pi.

En remplagant G par G, et K par K,, on se rameéne au cas d’une extension
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totalement ramifiée. D’aprés la proposition 18 du Chapitre I, § 6, I'élément « est alors
un générateur de la A -algebre A;. On a donc:

ig(s) = oy(s(x) — =)
=1 + o, (s(x)/x— 1), puisque 7, (%) =1,
d’on la proposition. -
Définissons maintenant une filiration sur le groupe U, des éléments inversibles
de A,, en posant :
U =U
UP =1+ pour i>1I.

On vérifie tout de suite que ’on obtient ainsi une suite décroissante de sous-groupes
fermés de U, ; ces sous-groupes forment une base de voisinages de 1 dans la topo-
logie induite sur U, par L*; comme U, est fermé, donc complet, on a :

U, = lim U, /U

[Dans toute la suite, nous écrirons U} au lieu de U, sauf lorsqu’il y aura risque
de confusion avec I'ensemble des puissances i-itmes des éléments de U,.]

Prorostrion 6. (2) On a UY/UL = L* (groupe multiplicatif du corps résiduel L).
(8) Pour i > 1, le groupe Ui [U{Y est canoniquement isomorphe au groupe Yi[y(, lui-méme
isomorphe (non canoniquement) au groupe additif dwu corps résiduel L.

L’assertion (a) est triviale. Pour démontrer (b), on fait correspondre & tout
xepl Pélément 1 + x de Ui, et on vérifie immédiatement que I’on obtient ainsi,
par passage au quotient, un isomorphisme de pi/pit? sur UL/U{L. Comme de
plus pi/pi*? est un espace vectoriel de dimension 1 sur L, cela démontre (5).

Remarque. La somme ditecte des pi/pirt est munie de fagon naturelle d’une structure
de L-algibre graduée (c’est 'algébre graduée associée A la filtration p, -adique de A, ,
cf. Bourbaki, Alg. comm., Chap. III, § 2). En particulier, si 'on pose Q, = p, /pi,
on a une application canonique de la puissance tensorielle i~itme Qf de Q, dans
pL/pi*:; on vérifie tout de suite que cette application est un isomorphisme. On peut
donc identifier canoniquement UL /U & 0Qf.

Revenons maintenant aux groupes de ramification. La proposition 5 peut se
traduire par I'équivalence :

seG; <= s(r)[xe UL
De fagon plus précise :

Prorostrion 7. L’application qui, & s€G;, fait correspondre s(x)|x, définit par passage
au quotient un isomorphisme 0, du groupe quotient Gi/Gi. sur un sous-groupe du groupe
UL/UM. Cet isomorphisme ne dépend pas du choix de Uunmiformisante =.

Si «’ est une autre uniformisante, on a «' = =nu, avec ueU,, d’oix

s(x') ' = () fe.5(u) .
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Si seGy, on a s(u) =u mod. pt** d’olt s(u)/u = ¢ mod. U{), ce qui montre bien
que 6; ne dépend pas du choix de =. Si s, e Gy, on peut écrire :

st(m)jx = s(m)m.t(x)[x.s(u)[u, avec  u = t(x)/x.
Puisque « est dans U, on a s(u)/u=1 mod. U{"* comme ci-dessus, et on en tire :
st(m)[x=s(x)/x.t(x)/x mod. U,

ce qui montre que §; est un homomorphisme. Le fait qu’il soit injectif est trivial.
[Explicitons la définition de 6; :

Si s€Gy, on a st = ux, avec ueU,, et 0,(s) =#el* Si seG, i>1, on a

sz = =(I + a), avec aep, et 0:(s) est égal i la classe de a dans pi/pi*t.]

Remarque. On verra au Chapitre suivant que, pour certaines valeurs de i, on peut
caractériser 'image de 0, dans UL/U{*! comme le noyau d’une application déduite
de la norme N,, . par passage au quotient.

CoRroLLAIRE 1. Le groupe G|G, est un groupe cyclique, appliqué isomorphiquement par 9,
sur un sous-groupe du groupe des racines de Punité contenues dans L. Son ordre est premier
& la caractéristique du corps résiduel L.

En effet, U, /UL = L*, ce qui montre que 0,(G,/G;) est un sous-groupe fini
du groupe des racines de 'unité de L; le fait qu’il soit cyclique et d’ordre premier &
la caractéristique de L en résulte (cf. Bourbaki, Alg., Chap. V, § 11, n° 1).

COROLLAIRE 2. Si la caractéristique de L est nulle, on a Gy = {1}, et le groupe G, est
cyclique,

En effet, si i > 1, U{/U{*! est isomorphe A L, qui n’admet aucun sous-groupe
fini non réduit 4 0. On a donc G; = Gy, et comme G, = {1} pour ¢ grand, on a
bien G; = |1}, et G4 = Gy/G; est cyclique d’aprés le corollaire 1.

CoROLLAIRE 3. S7 la caractéristique de L est p # 0, les quotients Gi|Gipr, & > 1, sont
des groupes abéliens, produils directs de groupes cycliques d’ordre p. Le groupe G, est un
p-groupe.

(Rappelons qu’on appelle p-groupe tout groupe fini dont I’ordre est une puissance
de p.)

En effet, pour i > 1, U{/U{* est isomorphe au groupe additif de L, et tout
sous-groupe de L est un espace vectoriel sur le corps 4 p éléments F,, donc est somme
directe de groupes cycliques d’ordre p. Comme 'ordre de G, est égal au produit
des ordres des G;/Gi1, pour i > 1, on voit bien que G, est un p-groupe.

COROLLAIRE 4. §% la caractéristique de T est p 5= 0, le groupe d’inertie G, posséde la
propriété suivante:

(Rp)-Cest le produit semi-direct d’un sous-groupe cyclique d’ordre premier & p par un sous-
groupe invariant d’ordre une puissance de p.
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D’aprés les corollaires 1 et 3, G, est un p-groupe, et G,/G, est cyclique d’ordre
premier 2 p; tout revient donc & montrer qu’il existe un sous-groupe H de G, qui
se projette isomorphiquement sur Go/G;. C’est 1A une propriété générale des
extensions de groupes finis dont les ordres sont premiers entre eux (cf. par exemple
M. Hall [3)], th. 15. 2. 2). En voici une démonstration directe :

Soit s un élément de G, dont I'image dans G,/G, engendre G,/G,. Soit ¢,
I'ordre de G,/G,, et soit p" celui de G;. Comme p est premier A ¢,, il existe un entier
N £ 0 tel que p™ = 1 mod. ¢,; quitte 3 remplacer N par un de ses multiples, on
peut en outre supposer que N > n. Posons alors :

t=sP.
On a t* = s%P' — 1, puisque ¢op" est multiple de Pordre de G,. D’autre part,
comme p* =1 mod. ¢, 'image de { dans G,/G, est égale A celle de s. Il s’ensuit
que le sous-groupe H de G, engendré par ¢ est cyclique d’ordre ¢, et se projette
isomorphiquement sur G,/G,, c.q.fd.

Remargue. Inversement, on peut montrer que foul groupe vérifiant (Rp) est groupe
d’inertie pour une extension du type considéré ici. 1l serait intéressant d’aller plus
loin, et de donner une caractérisation du groupe Gy, muni de la filtration des G,
mais cela parait beaucoup plus difficile.
COROLLAIRE 5. Le groupe G, est résoluble. Si K est un corps fini, il en est de méme de G.
La premitre assertion est triviale. La seconde résulte de la premiére, et du fait
que G/Gy = G(L/K) est cyclique si K est fini.
Indiquons une application simple du corollaire 2 :

ProrosITION 8. Soit k dn corps algébriquement clos de caractéristique zéro, et soit K = k((T)).
La cléture algébrique K, du corps K est réunion des corps K, = k((TY")), pour n entier > 1.

Soit L c K, une extension galoisienne finie de K, de groupe de Galois G. Puisque
K = k est algébriquement clos, on a G = G; le corollaire 2 montre donc que G
est cyclique. Soit L' une autre extension galoisienne finie de K, contenue dans K,,
et dont le degré est un multiple de celui de L. Comme I’extension composée L'L
est cyclique, le groupe G(L'L/L’) est contenu dans le groupe G(L'L/L), ce qui
montre que L est contenue dans L. Appliquant ce résultat avec L' = K,, pour »
convenable, on voit que L est contenu dans la réunion des K,, d’ot la proposition.

CoRroLLARE. Le groupe de Galois G(K./K) est isomorphe & Z.
C’est immédiat.

Remargue. La proposition 8 peut étre considérée comme I’analogue formel du
« théortme de Puiseux ».

Nous allons maintenant donner quelques propriétés des commutateurs vis-a-vis
de la filtration {Gi, cf. Speiser [61].

Tout d’abord, puisque G; et G;,, sont invariants dans G,, le groupe G, opere
sur G;/G;,, par automorphismes intérieurs. Nous allons déterminer ces opérations :
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ProrousiTION 9. Soit seGy, ot soit 1€ Gi/Gipy, 1> 1. On a
0:(sts71) = 0(s)0: (7).

[Cette formule a un sens, car 6;(+) appartient A pi/pi*? qui est un espace vectoriel
de dimension 1 sur L, et 6,(s) est un élément du groupe multiplicatif de I..]

Soit e G, un représentant de =. On écrira dans ce qui suit §,(2) au lieu de 6;(x).
Soit «' = s~}(x). On a {(x') = ='(1 + @), avec aepi, et §;({) est la classe @ de
a mod. pi*t. Appliquant s A cette équation, on trouve :

sts™Y(x) = st(x') = =(1 + s(a)),

ce qui montre que 6;(sts~!) est la classe de s(a) mod. pi*!. Mais on peut écrire
a = br, dol, si s(w) = um, s(a) = s(b)u'r!, et comme s(b) = b mod. p, et Z = 8,(s),
on voit bien que la classe de s(a) est égale au produit de 84(s)’ par la classe de a,
c.q.f.d.

CoROLLAIRE 1. SiseGqet teGy,i> 1, on a sis 2 e G si e seulement si s e G,
ou te G,y
En effet, sts= % 1e G, équivaut 3 s&s~' =t mod. G, ,, lequel équivaut 2

o.(sts1) = 0.(2),
d’oir le résultat, d’aprés la proposition.
CoROLLAIRE 2. Supposons G abélien, et soit ey Pordre de G,/G,. Si i est un entier non
divisible par ey, on a G, = G-

En effet, si £€G,, et si s est un élément de G,y qui engendre G4/G;, on applique
le corollaire 1. Comme s; n’appartient pas 3 G, on a teG;,,.

Passons maintenant au commutateur sts—271, avec seG, teGet i, j > 1

ProrosITION 10. Si s€Gy, teGj et i, f > 1, on a sis U eG .
Nous démontrerons en méme temps le résultat suivant :

PROPOSITION I1. Les entiers i > 1 tels que Gi # Giy1 sont congrus entre eux mod. p.
(On note p la caractéristique du corps résiduel L.)
Commengons par établir un résultat plus faible :

LeMME 2. Sous les hypothéses de la proposition 10, on a st~ e Gy, et
O (sts™ YY) = (J — 1) Bu(s) 0;(2)-

[Cette formule a un sens, car on a remarqué plus haut que la somme directe
des pi/pi*! admet une structure naturelle de L-algebre graduée.]
Posons s(m) = =(1 + a), {(x) = =(1 + b), aepl, beypl. On en tire :

si(x) = =(1 + a) (1 + s(b)) = ={1 + o),
avec ¢ = a + s(b) + a.s(b).
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De méme : is(x) = n(1 + d), avec d = b + t(a) + b.¢(a).
Posons a = an’, b = B, ¢, BeA,. Ona:

5(b) = s(B) s(x)} = s(B) ='(1 + a}.
Puisque seG;, on a 5(8) = B mod. pi™, et puisque aepi, on a

(1 +a))=1 + ja mod. pi"* (et méme mod. p}).
On en tire :
s(b) = Bmi(1 + ja) mod. pir+
=b+j.ab mod. piH
d’otr :
¢c=a+ b+ (j+ 1)ab mod. pi++,
et de méme :
d=a+ b+ (i + 1)ab mod. pi*/*..
Posons x' = ts(x). On a:
sis~itY(x') = st(n) ==(1 + ) =='(1 + ¢)(1 + d)?
=x'(1 + ¢),
avec ¢ = (¢ —d)/(1 4 d) = (j—i)ab mod. p{*.
On en conclut tout d’abord que sis=*~* appartient & Gy ; de plus, comme la

classe de a (resp. b, resp. ¢) est égale A 0,(s) (resp. 0;(¢), resp. iy ;{sts~%t~1}), on
voit bien que I'on a

0,-+j(.“i.\‘_ll_l) = (] — i)oi(s)o,-(t), qud.
Démontrons maintenant la proposition 11. 8i G; = j1{, il n’y a rien & démontrer.
Sinon, soit j le plus grand entier tel que G; # {1|; on a Gy, = j1|. Soit i un entier

> 1 tel que G; % Gy, il nous faut montrer que j=1 mod. p Soit s (resp. ¢) un
élément de G; (resp. G;) n’appartenant pas & Gy (resp. Gju). D’aprés le lemme 2,
le commutateur sis—1¢~! appartient A G, ;; il est donc égal A 1, et 04 (sts~ 1) = 0.
Comme §,(s) et 6;(¢) sont non nuls, le lemme 2 montre que j — i = 0 mod. p, c.q.f.d.

Passons A la proposition 10. Si s€Giyy, 0ou te Gy, le lemme 2 montre que
sts~1t~' € Giyya. Sinon, d’apres la proposition 11, on a j =i mod. p, et le lemme 2
montre que f;(sis~1~1) = 0, ce qui signifie bien que sts—1~! appartient & Gy a1,
et acheéve la démonstration.

Remarques. 1) Lorsque G est abélien, on peut démontrer des congruences plus
précises que celles données par la proposition 11. Nous reviendrons la-dessus au
§ 3 ainsi qu’au Chap. VI.

2) Le fait que se G;, te G; entraine sts~ %t~ € Gy, est un cas particulier de résultats
de Lazard ([44], Chap. I, n® 3) sur les groupes filtrés. Dans sa terminologie, la

proposition 10 signifie que Palgébre de Lie gr(G,) = 2 GGy est abélienne.
i>1
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Exercices. 1) Si G' est un groupe quotient de G = G(L/K), montrer que G} et G{ sont les
images dans G’ de G, et de G,. En déduire (par passage 4 la limite) une définition de G,
=t de G, lorsque G est le groupe de Galois d’une extension infinie.

2) On suppose que K est un corps parfait. Soit K, la cléture séparable de K, et soit
G = G(K/K)

son groupe de Galois. On définit par passage 4 la limite les sous-groupes G, et G, de G (cf.
exer. 1).

a) Soit K, la cléture séparable (ou algébrique, c’est la méme chose) du corps K. Montrer
que G/G, = G(K/K).

b) Pour tout entier n > 1, soit E, ensemble des racines n-i¢mes de I'unité de K,. Si m divise
n, soit f,, : E, — E, 'homomorphisme x — x*/7, ct soit E la limite projective du systéme
(Eps fonm)- Montrer que Go/G, est isomorphe (canoniquement) A E. En déduire qu'il est iso-
morphe (non canoniquement) au produit |]Z, des groupes d’entiers g-adiques, ¢ parcourant
I’ensemble des nombres premiers distincts de la caractéristique de K. Montrer que l'iso-
morphisme G,/G, = E est compatible avec les opérations de G/G, sur G¢/G, et sur E.

¢) Déduire de ce qui précéde la structure du groupe G/G, lorsque K est un corps fini.

3) On suppose que la caractéristique de K est p 5 0. On pose e = v, (p) (indice de rami-
fication absolu de L).

a) Soit s&G,, i > 1; soit s(x) = =(1 + a), avec ae»,, Posons ¢ = s-— 1; c’est une appli-
cation K-linéaire de L dans L. Montrer que ¢(x) = jar mod. p{*/*+! si xep].

b) On pose ¢ = sP — 1. Montrer, en utilisant la formule du bindme, que pour tout xep,
on a:

(i) $(x) = pjax mod. r{}itet si i>e(p—1),

(i) $(x) = giax + j(1 —iP~Marx mod. p{Hiter? si i=¢/(p—1),

(iir) $(x) = j(x — iP-1) aPx mod. | {Fritt si i<ef(p—1).

¢) On suppose que i > ¢/(p — 1) et que s &G, . Déduire de b) que s,eGyy, et sP&Gy 1.
En déduire une contradiction avec le fait que s est d’ordre une puissance de p, d’'ou G, = | 1}
si i>ef(p—1)

d) Montrer, par un raisonnement analogue, que lorsquc i=¢/(p-—1), le groupe G, est
soit égal A {1/, soit cyclique d’ordre p, ce dernier cas n’étant possible que si ;= ¢ mod. p.

¢) Sii<ef(p~—1), et si i7£0 mod. p, montrer que sP€G,,,y. Si i = 0 mod. p, montrer

que s,eG,, et que 6,,(sP) = 0,(s)P; en déduire que, pour une telle valeur de i, le groupe
G;/Gi1 est soit réduit ajr|, soit cyclique d’crdre g, ce dernier cas ne pouvant e présenter
que s'il existe un entier £ > 0 tel que p% = ¢/(p — 1).

f) Montrer que, si les entiers 1 > 1 tels que G, % G, sont congrus 4 0 mod. p (cf. prop. 11),
les entiers en question sont de la forme g%y, 1 <k < A, avec phi, = ¢/(p-— 1), ct le groupe
G, est cyclique d’ordre g*.

4) On suppose que K contient une racine primitive p-iéme de 'unité. Soit L ’extension de
K obtenue au moyen de 'équation ¥P = =x. Montrer que L est unc extension cyclique tota-
lement ramifiée de K. Montrer que, si s est un générateur de son groupe de Galois, on a

seG, s&G;;, pour i = ¢/(p— 1), ¢ désignant I'indice de ramification absolu de L (cf.
exer. 3, d))
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5) Soit ex I'indice de ramification absolu de K, soit # un entier > 1, avec n< pe/(p—1),
et (m, p) = 1, et soit yeK un élément de valuation — n.

{a) Montrer que I'équation (dite d’Artin-Schreier)
p—x=3

est irréductible sur K, et définit une extension L/K qui est cyclique de degré p. (On montrera
que, si x est racine de cette équation, les autres racines sont de la forme x + 2, (0 < i < p),
avec z;€A, et z; =i mod. p,.)
(8) Soit G = G(L/K). Montrer que G, =G, et G,,; =|1].

[Pour davantage de détailssur les cxcrcxces 3, 4,5, cf. Ore [4,9] et MacKenzie-Whaples [45].]

6) En utilisant I'expression de la différente au moyen des groupes de ramification, donner
une nouvelle démonstration de la proposition 13 du Chapitre III.

7) Soit £ un corps algébriquement clos de caractéristique zéro, et soit E le corps des séries
formelles Y, T, ou les coefficients ¢, appartiennent a £, et ou les exposants r sont des nombres
rationnels tendant vers + oo. Montrer que E est algébriquement clos. (On observera que E
est le complété de la cloture algébrique de &((T)), d’aprés la proposition’ 8.)

8) Soit & un corps valué complet a.lgcbrlqucmcnt clos de caractéristique zéro, et soit kj{T{}
le corps des fractions de ’anneau des séries convergentes A coefficients dans &. Montrer que
la cléture algébrique de £{{T}{ est réunion des corps &f{T*"}{.

§ 3. Les fonctions ¢ et ) et le théoréme de Herbrand

On conserve les hypothéses et notations des deux paragraphes précédents. Si u
est un nombre réel > — 1, on note G, le groupe de ramification G;, o 7 est le
plus petit entier > u. On a donc :

seGy <= 1i5(5) > u 1.

o = [ eies s

Lorsque — 1 < ¢ < 0, on convient que (G, : G/) représente I'inverse de (G, : G,)
c’est-a-dire 1 pour — 1 < ¢ < 0. La fonction g est donc égale A 4 entre — 1 et 0.

[Lorsqu’on veut préciser I'extension L/K, on écrit o, au lieu de ¢.]

Il est facile d’expliciter la fonction ¢ : si m < u < m + 1, ot m est un entier
positif, on a:

On pose :

o(u) ='gL (g1+ - + gn+ (w—m) gosr), avec g = Card(G).
0

{=m

En particulier, o(m) + 1 =-— ) gi

8o i=o

ProrosrrioN 12. (@) La fonction g est conlinue, linfaire par morceaux, croissante, concave.

(6) On a 9(0) =0.
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() St Pon désigne par o} et ¢, les dérivées & droite et & gauche de g, on a:

oo(u) = oia(u) = 1/{(Gy : Gu) si u nest pas entier,

go(#) = 1/(Gy : Gu) et ga(u) = 1/(Gy : Guya) 51 u est entier.

La vérification est immédiate. On notera que ces propriétés suffisent A carac-
tériser .

L’application ¢ est un homéomorphisme de la demi-droite [—x + oof sur
elle-méme. Nous noterons ¢ (ou ¢, ) 'application réciproque.

ProrosiTioN 13. (a) La fonction { est continue, linfaire par morceaux, croissante, convexe.
(b) On a H(0) =0.

(c) St v =o(u), on a Yo(v) = 1/gp(u), Yi(v) = 1/pi(u). (En particulier, Y, et Y} ne
prennent que des valeurs entidres.)

(d) Si v est entier, il en est de méme de u = Y (v).
Les propriétés (a), (b), (¢) sont immédiates. Pour prouver (d), soit m un entier
tel que num+1.0na:

g =g+ - +&n+ @— m)gmn.

Comme G, est contenu dans Gy, ..., G, son ordre g,,, divise gg, ..., g. Onen
déduit que u — m est entier, d’oil le fait que # lui-méme est entier, c.q.f.d.

Nous pouvons maintenant définir 1a numérotation supérieure des groupes de rami-
fication. On pose :

G =Gy, ouencore G =G,

On a G ! =G, G* = G,, G* = {1{ pour v assez grand. La connaissance des G
équivaut A celle des G,: en effet, on vérifie facilement que $(v) = J (G®:G) dw.
°

La détermination des groupes de ramification d’un groupe quotient s’énonce
alors ainsi :

ProrosiTioN 14. Si H est un sous-groupe invariant de G on ¢ (G/H) = GH/H pour
tout v.

(En d’autres termes, lorsqu’on emploie la numérotation supérieure, les groupes
de ramification de G/H sont les images de ceux de G; la notation supérieure est
adaptée aux quotients, tout comme la notation inférieure est adaptée aux sous-

groupes.)
Soit K’ le sous-corps de L_correspondant 2 H; on a :

ProrosiTioN 15. Les fonctions ¢ et & vértfient les formules de transitivilé :

Pk = Px'/x © Pux’ et bue = Yrm ® Y

Nous allons d’abord démontrer quelques lemmes :

SERRE 6
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LeMME 3. o, (4) =— X Inf(ig(s), u + 1) — 1.
ZosEG

Soit 8(u) la fonction définie par le membre de droite; c’est une fonction continue,
linéaire par morceaux, et qui s’annule pour u = 0. Si m <<u<<m 4 1, o1 m est
entier, la dérivée 6'(u) est égale au nombre des se G tels que i;(s) > m + 2, mul-
tipli€ par 1/gy; on a donc 8'(u) = 1/(Gq : Gm41), et comme c’est aussi la valeur de
¢'(u), on en conclut que les fonctions 8 et ¢ coincident.

LeMME 4. Soit ae G[H, et soit j(c) la borne supérieure des entiers iy(s), s parcourant Uen-
semble des éléments de G ayant a pour image dans G/H. On a:
tam(9) — 1 = @uu(J (9} —1)-

Soit s € G un élément ayant pour image a et tel que ig(s) = (a). Posons m = i;(s).
Si teH appartient 4 Hny, 0n a ig(¢) > m, ol i,(st) > m, et i (st} = m. Si d’autre
part ¢ n’appartient pas & Hn1, 0n a (¢} <<m, et i (st)-= i, (t}. Dans les deux cas,
on a i (st) = Inf (i, (¢), m). Appliquant la proposition 3 du § 1, on obtient:

tom(s) = T:S‘ Inf (i(¢), m).
Mais on a ig(t) = ig(2), et ¢,1- = Card (H,). En appliquant le lemme 3 au groupe

H, on trouve :
igmla) =1 + ‘PLIK'(m —1), c.q.f.d.

LemMe 5. On 2 G.H/H = (G/H), avec v = ¢ /(4).
(C'est 12 ce qu'on appelle usuellement le « théoréme de Herbrand ».)
Conservons les notations du lemme précédent. On a les équivalences :

ae G.H/H <= j(a) — > U <= Puix(J(a) — 1) > oue(u)
<= igm(s) — 1 = oupc(y) <= 0 (G/H),, c.q.fd.

Démonstration de la proposition 15. Soit u non entier >> — 1. La dérivée de la fonction
composée gy © 9, Cst égale A
Prrw (9) - Prse (%), avec 7 = gy (4).
On peut donc ’écrire sous la forme :
(Card (G/H),/exry) - (Card (Hua)fey )

En appliquant le lemme 5, on voit que cette expression est égale 2 Card (G.) /e, jx,
c’est-a-dire 2 la dérivée ¢;,, (4), ce qui montre I'égalité cherchée. La formule rela-
tive aux fonctions  résulte de la précédente.

Démonstration de la proposition 14. On a:
(G/HY = (G/H)x  avec x = ylo).



§ 3 GROUPES DE RAMIFICATION 83

D’aprés le lemme 5, on a (G/H), = G.H/H, avec w = §s.(x) = () d'aprés
la proposition 15. On a donc G, = G, c.q.f.d.

Remarques. 1) Soit L/K une extension galoisienne infinie, et soit G son groupe de
Galois. On peut définir G* comme _l(l_xﬂ G(L'/K)’, L' parcourant I’ensemble des

sous-extensions galoisiennes finies de L. Les G* forment encore une filtration de G;

cette filtration est continue & gauche: G* = l IG“’. On dit que v est un « saut » pour

w<y
la filtration (G") si G’ ¢ G*+* pour tout ¢ > 0. Méme lorsque L/K est finie, un
saut n’est pas nécessairement entier (cf. exer. 2).

2) Soit E une sous-extension de P’extension galoisienne L/K (cette dernidre étant
supposée 4 extension résiduelle séparable, comme toujours). On définit gz, comme
9ok © Yuses la proposition 15 montre que cette définition est indépendante de
Pextension L choisie, et que les g/, vérifient les mémes formules de transitivité que
lCS PL/k*

3) La double numérotation des groupes de ramification peut aussi se présenter
de la facon suivante : _

Soit I', = L*/U, le groupe des ordres de L, et soit R, = ' ®R. L’isomor-
phisme canonique I', = Z identifie R, 4 R; soit T, I'image de [— 1, 4 o[ par
cet isomorphisme. Il est naturel de considérer que les groupes G, sont indexés par
des éléments u de T, (on a utilisé la valuation #, de L pour les définir). De méme, on
interpréte ¢, ,, comme un isomorphisme de I’ensemble ordonné T, sur Uensemble ordonné T
et ¢, comme Pisomorphisme réciproque. De ce point de vue, la numérotation
supérieure revient simplement a indexer les groupes de ramification par les ¢lé-
ments de T. La proposition 15 montre que les (T,, ¢,/;) forment un systéme tran-
sitif d’isomorphismes. On peut en profiter pour définir un ensemble ordonné unique :

T= l‘l_rP (T, pun) = h_)m (Te, Yune)s

ou L parcourt I'ensemble des sous-extensions finies d’une extension galoisienne
donnée E/K. Un élément ¢ de T est par définition un systéme (¢, ), cq, avec i, € T,
et g,s:(¢,) = ¢, si LoL'. Si maintenant G est le groupe de Galois d’une extension
L/L’, on pose :

G(t) = G, = Glv, pourtout !leT.
Si H est un sous-groupe de G, on a H(¢t) = Hn G(¢), et si H est invariant, on a
(G/H)(t) = G()H[H : Pindexation des groupes de ramification par T est compatible &

la fois avec le passage au sous-groupe, €t avec le passage au quotient.

La numérotation supérieure est particuliérement intéressante dans le cas abélien,
4 cause du résultat suivant :
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TuéorkMe (Hasse-Arf). St G est un groupe abélien, et si v est un saut de la filtration |G|,
alors v est entier.

[En d’autres termes, si Gi % Gy, o{f) est entier.]

Pour la démonstration, voir Chap. V, § 7.

Remarque. Le théoréme ci-dessus a été d’abord démontré par Hasse (cf. [32] et [33])
dans le cas d’un corps résiduel fini (voir aussi Chap. XV, § 2). Le cas général est dt
A Arf[2]; on en trouvera une autre démonstration, basée sur la structure de groupe
proalgébrique du groupe des unités, dans [59]. Voir aussi Sen [106], ainsi que
Cassels-Frohlich, [73], p. 157.

Exemple. Supposons que G soit cyclique d’ordre p", pétant la caractéristique de K
et soit G(i) le sous-groupe de G d’ordre p"~. Le théoréme de Hasse-Arf revient 2
dire qu’il existe des entiers

toy 21y -+5 In—1y

strictement positifs, et tels que les groupes de ramification de G soient donnés par
les formules :

G0="' =Gl°=G=G°="‘ =G'a,
Gor1 = - =Giyp, = G)=GwH =... = Gioty,
GHP,.+l = ... = G,°+m+P,,_ = G(g) = Givtictl = . .. = Glrtlth,

Gigt pigt -t pretip g4y == [1] = Glot " +ha-etd,

Exercices: 1) Comme application du théoréme de Herbrand, retrouver les formules
GHH = (G/H),, G,H/H = (G/H),,

ainsi que le corollaire a la proposition 3 du § 1.

2) Soit G = {1, =i, 4, 4-k| le groupe quaternionicen, et so0it C = { =1} son centre.
On suppose que G est groupe de Galois d’une extension L/K totalement ramifiée et que
Gy = {1} (Cest effectivement possible, cf. [57], n° 5). Montrer que I'on a alors G = G, = Gy,
C = Gy = G;. En déduire les formules :

G*'=G pour v{1, Gr=C pour 1<v<3f2, G*= {1} pour v>3/2

3) Montrer que, si le théoréme de Hasse-Arf est vrai pour tout groupe cyclique d’ordre
une puissance d’un nombre premier, il I'est pour tout groupe (utiliser le cor. 2 A la prop. 9.
ainsi que le théoreme de Herbrand).

§ 4. Exemple : extensions cyclotomiques du corps Q,

Nous allons étudier les corps obtenus en adjoignant & Q, les racines de Vunité.
Commencons par celles d’ordre premier 4 4. On a le résultat général suivant :

ProrositioN 16. Soit K un corps complet pour une valuation discréte, et de corps résiduel
k =F,, avec q=p’. Soil n un entier premier & p. Soit K, (resp. ka) le corps oblenu en adjoi-
gnant & K (resp. k) les racines n-idmes de Uunité. Le corps K, est une extension non ramifiée de
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K, d’extension résiduelle kofk. On a Ay, = A [2], ot z est une racine primitive n-idme de
Punité. Le groupe de Galois G(Ka/K) s’identific au groupe G(kajk). Il est cyclique, et admet
un générateur s tel que s(Z) = 2% pour loule racine n-itme de Uunité z.

Soit L 'extension non ramifiée de K admettant pour extension résiduelle 1’ex-
tension k./k (cf. Chap. III, § 5), et soit S I'ensemble des représentants multipli-
catifs de L (cf. Chap. II, § 4). Soit { une racine primitive n-iéme de 'unité dans £,,
et soit z son représentant multiplicatif. I est clair que z est une racine primitive
n-itme de P'unité; comme { engendre k. /k, 2z engendre la A -algébre A, et a fortiori
Iextension L/K. Donc L = K,, et I’on voit que G(K./K) = G(k./k) est engendré
par un élément s tel que s(a) = a” pour tout ze A,. Si ze S, on a encore s(2) 8,
et comme s(z) = 29, cela entraine s(2}) = 27 ce qui ach&ve de prouver la proposition.

CoROLLAIRE 1. Le degré [K, : K] est égal au plus pelit entier r > 1 tel que ¢" = 1 mod. n.
En effet, r est le plus petit entier tel que 5" = 1.

CoRrRoLLAIRE 2. L'extension maximale non ramifiée K., de K s’obtient en adjoignant & K

toutes les racines de Uunité d’ordre premier & p. Son groupe de Galois s'identifie au groupe

Z; il admet un généraleur s tel que s(Z) = 29 pour ltoule racine de 'unité z d’ordre premier & p.
Cela résulte de lu proposition 16, par passage a la limite sur », en observant

que la réunion des k, est la cloture algébrique de .

Remarque. L’élément s n’est autre que le symbole d’Artin de p,;, au sens du Chap. I, § 8.

Passons maintenant aux racines de I'unité d’ordre n = p™, olt m est un entier > 1;
nous nous limitons cette fois au cas du corps Q,.

ProrosiTioN 17. Soit K, le corps obtenu en adjoignant ¢ K = Q, une racine primitive
n-itme z de Punité, avec n = p». Alors:

(i) Ora [Ki: K] =9(n) = (p—1)p""

(ity Le groupe de Galois G(K./K) s’identific au groupe G(n) des éléments inversibles de Z[nZ.
(iil) Le corps XK, est totalement ramifié sur le corps K. L'élément = = z — 1 est une uni-
Sormisante de K., et Ay, = A [z].

On sait a priori (cf. Bourbaki, Alg., Chap. V, § 11) que G(K./K) s’identifie & un
sous-groupe de G(r); comme 'ordre de G(n) est ¢(n), on voit que les assertions (i)
et (ii) sont équivalentes. '

D’autre part, soit x = z°" ' ; comme c’est une racine primitive p-itme de P'unité,
onawliy24 ... 4+1=0 dou:

200" ™ L L =0,

Si I'on note F le polynéme du membre de gauche, on voit que = est racine de I’équa-
tion F(1 4 X) = 0. Clest 12 une dquation d’Eisenstein de degré o(n). En effet, son
terme constant est égal 2 F(1) = p, et la réduction mod. p de cette équation est
égale & X ™, comme on le montre tout de suite. En appliquant la proposition 18
du Chap. I, on voit 2 la fois que [K, : K] = ¢(n), que = est une uniformisante de K,,
et que A, est engendré par = (ou, ce qui revient au méme, par 2), c.q.f.d.
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Nous allons maintenant déterminer les groupes de ramification du groupe
G = G(K,/K).

Si 2 est un entier compris entre 0 et m, nous noterons G(n)* le sous-groupe de G(n)
formé des éléments 2 tels que a =1 mod. ¢*. Le groupe G(n)/G(n)" s’identifie au
groupe G{#), c’est-a-dire au groupe de Galois de l'extension Kn/K; on a donc
G(n)* = G(K./K.).
ProrosITioN 18. Les groupes de ramification G, de G(XK./K) sont les suivants :
G, =G,
i ICuLp—r, G. = G(n)!
i pLuLpP—1, G,=G(n)s

s iy, G, = G(n)™ = {1i.

Soit e G(n) un élément distinct de 1, et soit 5, I’élément correspondant de G.
Soit » le plus grand entier tel que a=1 mod. p°; on a aeG(n)* et ae G(n)"+L.
D’autre part :

ig(sa) = g (8a(2) — ) = vy (2" —2) = o (&' —1).
Comme z°-1 est une racine primitive p""-i¢éme de 'unité, z2~1-— 1 est une unifor-
misante du corps Kyn-». On en déduit :
ia(5e) = [Ka : Kpnn] = Card (G(n)™) = fr.

Si alors on a p*~1 ¥ < p*— 1, on voit que I’élément s, appartient A G, si et
seulement si » > k, ce qui montre bien que G, = G(n)’, c.q.f.d.

CoROLLAIRE. Les sauts de la filtration (G*) sont entiers. On a de plus:
G =G pour 0o m, et G={1] pour v>m

Les sauts de la filtration G, ont lieu pour u = p* —1, avec 0k m—1
(le cas p = 2 fait exception : 0 n’est pas un saut). Tout revient donc 4 prouver que
pux(p* — 1) =k pour k=0, 1, ..., m—1, ce qui ne présente pas de difficultés.

Remarques. 1) Le résultat précédent peut s’énoncer de fagon plus suggestive en
passant & la limite sur m, C’est-a-dire en introduisant le corps K, = réunion des K,n.
Le groupe de Galois de K, sur K est 1a limite projective des groupes

G(p™) = (Z/p"Z)*;

comme la limite projective des Z/p"Z est le groupe Z, des entiers p-adiques, la
limite des G(p™) s’identifie de fagon naturelle au groupe U, des éléments inversibles de Z,.
Si ¢ e U, I'’élément s, € G(K, » /K) associé 4 « transforme une racine p*-i¢me de "unité
zen z¢, exponentielle ayant un sens évident. Le groupe U, est filtré par les U} comme
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il a été dit au § 2; on prolonge ceite filtration aux valeurs non entiéres v de 'indice
en posant Uy = Uj} si n est le plus petit entier > ». Le corollaire ci-dessus montre
alors que lisomorphisme canonique de Uy, sur G(K,= [K) transforme la filtration U}, de U,
en lg filtration de G(K = [K) formée des groupes de ramification (avec la notation supérieure).

2) Si Pon adjoint 4 K = Q, foutes les racines de 'unité, on obtient Pextension com-
posée des extensions K,, et K,»; comme ces extensions sont linéairement disjointes
sur K (Pune étant totalement ramifiée, et I’autre non ramifiée), le groupe de Galois
de leur composée K..K,» sur K est isomorphe au produit des groupes de Galois
G(K../K) et G(K,=/K), cest-d-dire 3 Z x U,. Nous verrons au Chap. XIV, § 7,
que K, K,» est en fait Pextension abélienne maximale de K.



CHAPITRE Vv

LA NORME

Soit L/K une extension galoisienne vérifiant les hypothéses du Chapitre IV. La
norme N = N, /; est un homomorphisme du groupe multiplicatif L* dans le groupe
multiplicatif K*; elle applique U, dans Uy, et Pon a 5 (Nx) = fo (x), avec
S=[L :K]. On a donc un diagramme commutatif :

0—U,—L*—Z—0

N|oN| g

0-—U,—K*—Z 0.

Nous nous proposons, en suivant Hasse [33], de déterminer P'effet de N sur la fil-
tration des U} (resp. des U); nous nous bornerons aux résultats indépendants de
toute hypothése sur les corps résiduels. Le cas d’un corps résiduel fini (ou plus
généralement quasi-fini) sera traité au Chapitre XV.

Notation. Si v est un\ nombre réel > 0, on note Ui le groupe U, ol 2 est le
plus petit entier > v.

§ 1. Lemmes
Les deux lemmes suivants sont utiles lorsqu’on veut comparer des groupes filtrés :
LemMe 1. Soit

00— A —A—A"—0

rborl e

0—B——>B—B"—0

un diagramme commutatif dont les lignes sont exactes. On a alors une suile exacte :

0—>Kerf’—)KerfeKerf’lGokerf’—>Ookerf—>(]okerf'—>0.
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[On rappelle que Ker /= f-* (0} est le noyau de f; et que Coker f= B/f(A)
est son congyau.)

Sia"eKer f7, on choisit un élément 2 € A se projetant en a”; £ () est un élément
de B d’image nulle dans B"; il existe donc un élément 4’ B’ dont I'image dans B
est égale a f{a); la classe de " ne dépend pas du chaix de g, et si on la note 9(a"), o
est un homomorphisme de Ker f” dans Coker f'. Les autres applications inter-
venant dans la suite exacte se définissent de fagon évidente; quant A I’exactitude
elle-méme, elle ne présente pas de difficultés (cf. Cartan-Eilenberg [13], p. 40,
ainsi que Bourbaki, Alg. comm., Chap. I, § 1).

LeEMME 2. Soit A (resp. A') un groupe abélien muni d’une suite décroissante de sous-groupes A,
(resp. AL). Supposons que Ag = A, Al = A', et que A et A’ soient séparés et complels pour
les topologies définies par A, et A (en d’autres termes, les homomorphismes canoniques
A —>lim AJ/A, et A’ —lim A’[A] sont bijectifs). Soit u : A — A’ un homomorphisme
appliquant A, dans A} pour tout n. Si les homomorphismes

Us 0 AnfAnia —)A:./Acl-+l

définis par u sont tous infectifs (resp. surjectifs), il en est de méme de u.

Rappelons bri¢vement la démonstration de ce résultat (cf. Bourbaki, Alg. comm.,
Chap. III, § 2) :

Si les u, sont injectifs, on a Ker(s) n A, = Ker(x) n A.,, d’olt par récurrence
sur n, Ker(z) c A, pour tout n, et comme NA, est réduit & {0] {A étant séparé),
on voit bien que u est injectif.

Supposons les u, surjectifs, et soit @’ e A’ = A;. Il existe q e A et al €A tels
que u(ay) = a' — ai. De méme, utilisant la surjectivité de u,, on voit qu'il existe
a;eA,; et ajeAj tels que #(a;) = af —ai. On construit de méme ag, gy, ..., €t
aj, 14, ... Comme A est complet, la série 2y + a; + . -- converge vers un élément
aeA. On a x(a) —a' €A} pour tout n, d’olt u(a} = a’, c.qfd.

§ 2. Le cas non ramifié

ProrositioN 1. St L/K est non ramifide, N appligue Ut dans Ug pour tout n.
Soit x = 1 + », avec yei. On a s(x) = 1 + s(y) pour tout se G, et s(y) epl.
On en tire:

* Ne=]lotson=r+ ZG 5(3) mod. .

Mais, puisque L/K est non ramifiée, pi. n K = pk, et on a donc bien Nx = 1 mod. pg,
c.q.fd.
L’application N définit par passage au quotient des applications

N, : U{/U"* —» Ug/UR?
que P'on va déterminer. Pour cela, rappelons (cf. Chap. IV, § 2) que U, /Ul s’iden-
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tifie au groupe multiplicatif L* du corps résiduel L, et que U/UL™ (a > 1) s’iden-
tifie A p?/pi*l,. qui est un espace vectoriel de dimension 1 sur L, que nous noterons
aussi Qf. Comme LK est non ramifié, on voit tout de suite que Qf s’identifie cano-
niquement 3 L®x Q%. Compte tenu de ces identifications, on a :

PROPOSITION 2. Supposons Uextension LK non ramifice. Alors

(i) L’application Ny : T* K™ n'est autre que la norme dans extension résiduelle L/K.

(i) Pour n > 1, Papplication N, : LOg Q% — Q% n'est autre que Papplication
I®TI'EIE.

L’assertion () est triviale. L’assertion (i) résulte de la formule (*) démontrée
ci-dessus.

ProrosiTioN 3. @) On a N(UL) = Ui pour fout n> 1.
by Le groupe U NU, est isomorphe au groupe K*/NL*.
¢) Le groupe K* [NL* est isomorphe & Z|fZ x K*/NL*, aver f=[L :K] = [L :K].
On sait que la trace est surjective dans toute extension séparable; la proposition 2
montre donc que N, est surjective pour # > I, et en appliquant le lemme 2 2
N : Ui — Ug, on en déduit (a).
On applique ensuite le lemme 1 au diagramme commutatif :

0—Ut— U, —L*—0
Nl NN
‘ 0 — Ug—> Uy —> K*—0.
On en déduit ().
Enfin, le choix d’une uniformisante = de K permet d’identifier K* 4 Z x U,

et L* A Z x U, ces identifications &tant compatibles avec les opérations de G. On
en déduit (c).

CoROLLAIRE. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(1) (K* :NL*) = f.

(2) Uy =NU,.
(3) K* = NL=*.
Clest évident.

Remarques. 1) La condition (3) est satisfaite lorsque K est un corps fini (ou plus

généralement quasi-fini, cf. Chap. XIII).

2} Si p est un nombre réel > 0, la proposition 1 montre que N(U}) est contenu dans
&, I’égalité ayant lieu si > 0.

Exercice, Etendre les propositions 1, 2, 3 au cas d’une extension non ramifiée qui n’est pas
galoisienne.
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§ 3. Le cas cyclique d’ordre premier, totalemznt ramifié

On supposé dans ce paragraphe que G est un groupe cyclique d’ordre premier /,
et que L/K est totalement ramifiée (on a donc L = K)). On note = une uniformisante
de L.

Soit s un générateur de G, et posons ¢ = i(s) — 1, cf. Chap. 1V, § 1. Les groupes
de ramification de G sont les suivants :

G=Gy= =G
{1} = Gy =

D’aprés le Chap. IV, § 2, on a ¢ 5 0 si et seulement si [ est égal A 1a caractéristique
de K, caractéristique que 1’on désignera par p.
La fonction % du Chap. IV, § 5, s’écrit ici :

) — x si x ¢

() t 4 i(x—1) si x>0

LeMME 3. La différente ® de Uextension LK est égale 4 pl, avec m = (¢ + 1)(I — 1),
Cela résulte de la proposition 4 du Chap. IV.

LEmME 4. Pour fout enlier n >0, on a Tr(pl) = pi, avee m= (¢ + 1)(I—1), et
= [(m + n)/i]. ,
[On rappelle que le symbole [x] désigne la partie entiére du nombre réel x, c’est-
a-dire le plus grand entier < x.]
Puisque 1a trace est A, -linéaire, Tr(pi) est un idéal de A,. Si r est un entier, la
proposition 7 du Chap. III montre que Tr(pi) cpk si et seulement si

plocpk. Q7 = pifm

c’est-a-dire si r < (m + n)/l, c.q.fud.
LemME 5. St xepi, on a :

(**) . N(1 +x)=1+ Tr(x) + N(x) mod. Tr{p:").

Il est commode, pour le caleul qui suit, d’utiliser 1a notation exponentielle pour
le groupe G, autrement dit de noter x* le transformé de x par se G. On a par défi-

nition :
N(r + %) = [[

x=in
et, en développant :
N(r %) = Y
ol u parcourt I’ensemble des éléments de I’algébre de groupe Z[G] qui sont de
la forme u = s; + .-+ + 54, les 5; étant eux-mémes des éléments de G, deux & deux

distincts. On pose k = n(u) : ¢’est ’augmentation de u. Les # d’augmentation 0, 1,
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et [ donnent respectivement les termes 1, Tr(x), et N(x) de la formule & démontrer.
Tout revient donc A prouver que la somme des autres termes appartient & Tr(pi").
Or, soit s un générateur de G. Si u = us, I'élément -4 est nécessairement multiple
de la norme N, donc d’augmentation 0 ou /. Sidonc 2 < n(u) <! —1,0na u % us.
Groupant ensemble les s, 0 i< !—1, on obtient Tr(x*); comme n(u) > 2,
on a x“e pi", ot Tr(x*) e Tr(pi"), ce qui achéve la démonstration.

PROPOSITION 4. Pour tout entier n > 0, ona N(Ujf™)c Uk e N(U}m+H) c U+,
Nous démontrerons cette proposition un peu plus loin. Notons tout de suite
qu’elle permet de définir, par passage au quotient, des homomorphismes

N, : U[UloH > UzJURH (03> 0).

Pour préciser ces homomorphismes, on identifiera comme d’habitude U, /Uk
(resp. U, /UL) AK* (resp. a L* = K*), ainsi que Ug/UgH (resp. UL/Ui*) a K (resp.
3 L =K), ces derniers isomorphismes provenant eux-mémes du choix d’une unifor-
misante =’ (resp. =) de L (resp. K). Compte tenu de ces identifications, on a :

ProrosrTION 5. (1) Pour n = 0, Papplication Ny : K* — K* est donnée par N (£) = ¢
St ¢ 5£ 0, cetie application est infective. Si t = 0, son noyau est cyclique d’ordre l, et égal &
Pimage de G par Uapplication 0, : G —~ U, JUL définie au Chap. 1V, § 2.
(i) Pour 1 < n<<t, Papplication N, : K K est donnée par No(§) = «,tP, avec
aneK*; clle est injective.
(iii) Pour 1 <n =1, Uapplication N, : K =K est donnée par N.(E) = af? + BE,
avec «, § e K™, Son noyau est cyclique d’ordre p = 1, et égal & 0,(G), ot 8 : G - ULjULH
est Uapplication définie au Chap. 1V, § 2.
(iv) Pour n > t, Papplication N, K — K est donnée par Na(E) = 8.E, avec B, e K*; elle
est bjective.

On va démonter similtanément les propositions 4 et 5. Il y a quatre cas & consi-
dérer :
(i) Onan=0. ‘

Il est trivial que N(U,) cU,, N(Ul)c Ui, et que Ny(k) = 8. Si £ 0, on a
I = p, et N, est injective. Si £ =0, on a [ £ p, et le noyau de N, est d’ordre < [;
mais §(G) est formé des classes dans K* des s(x) /=, et on a évidemment N(s(x)/x) = 1,
ce qui prouve que 0,(G) est contenu dans Ker(Ny), et lui est donc égal.
(i) On a 1 <n<t.

Puisque £ > 1, on a [ = p. De plus $(n) =n. Soit alors xepi; on a N(x)epk
puisque v, = g o N. D’aprés le lemme 4, on a Tr(x)epk, avec

,=[§‘_+_‘l(l_l_—\_w]=[,,+2_i]>n+x.

l
Un calcul analogue montre que Tr(pi") epx+'. D’apres le lemme 5, on a donc:

N(1 4 x) =1 + N(x) mod.pg+.
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Comme N(x)epk, cette formule montre bien que N applique U dans Ug et
Uit dans UL De plus, si on pose x = un”, on a N(x) = u’N(=)" mod. p*, et, en
posant N(=)" = a,x'", ceci donne :

N(1 4+ ur") =1 + a.4Px" mod. pi"

d’olt N,(¢) = «.t?, a. désignant 'image de a. dans K*.
(i) On a 1 <n=1¢t

Ici encore, | =p, et P(¢) = i Soit xep!. Un calcul analogue au précédent
montre que :

N(r + x) =1 4 Tr(x) + N(x) mod. p&*.

D’apres le lemme 4, on a Tr(x) e pk, et Tr(x) epil! si xe pit. Il en résulte bien que N
applique U{ dans Uk et U{'* dans UY'. Pour déterminer N, il suffit de calculer
N(r + ux'), avec ueA,; si 'on pose Tr(x') = b=’ et N(x)' = ax’!, on obtient :

N(1 + #x’) = 1 4 (bu + au®) ='* mod. yi?

c’est-a-dire N(§) = BE + «&?, = et B désignant les images de 2 et de b dans K. Il
est clair que « 5 0. Si B était nul, N, serait injectif; or son noyau contient §,(G) qui
est cyclique d’ordre p (cela se voit comme dans le cas (i}); donc 8 % 0, et comme le
noyan de N, est d’ordre < p, cela achéve de démontrer la proposition 5 dans le
cas considéré.
(iv) On a n> &

Ici $(n) = ¢ + I(n—1). Si xep}™®, le lemme 4 montre que Tr(x) € pk, et comme
N{x) epi™ qui est contenu dans pi*, on obtient la formule :

N(1 -+ x) =1 + Tr(x) mod. p".
On en conclut, comme précédemment, que N applique U™ dans Ug, Uj®@+ dans
Ui, et que N,(E) = B Si I'on avait B, = 0, on awrait Tr(p™)cpi’, ce qui
serait en contradiction avec le lemme 4. On a donc B. % 0, ce qui achéve la
démonstration des propositions 4 et 5.

CoROLLAIRE 1. L’homomorphisme N, est injectif pour lout n, sauf pour n = t, auquel cas
on a une suile exacte :

0— -2 uyur N ugue,

C’est évident.
COROLLAIRE 2. L’homomorphisme N, est surjectif pour n>> ¢, et, si K est parfait, pour

n < t. Si K est algébriquement clos, il est surjectif pour tout n.
C’est évident.

CoroLLAIRE 3. On a N(U;®) = Uk pour n> ¢, et N(U ) = U powr n > ¢
Lorsque K est algébriquement clos, ces égalités ont lieu pour tout n.
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On filtre U™ par les U™, et Uk par les UR; par passage au quotient, on en
déduit des homomorphismes
Uim/Ugemsd > Uz /U
qui sont composés de N, et de la projection canonique
U Ugmsh) — Ui JU o+,

Si m > ¢, le corollaire 2 montre que ces homomorphismes sont surjectifs, et le
lemme 2 montre alors que N : U™ — Uj est surjectif. On raisonne de méme si K
est algébriquement clos et n quelconque. Quant 4 la formule N(Uj(w+1) = Up+1,
elle résulte simplement de la proposition 4, et du fait que Uj™+! contient U+,

COROLLAIRE 4. On a@ N(Ui®™) = Uy st v est un nombre réel >t ou si K est algébri-
quement clos.
En effet, supposons que n << v < n 4 1, olt # est un entier. On a

$(n) < (@) <4(n + 1).
Si m est le plus petit entier > (o), on en déduit :

() + 1 <m < P(n + 1)
On a Uy = UgH, Ui® = U, et le cor. 3 montre que NU? = Ug#, c.q.f.d.
CoroLLAIRE 5. Si ¢ = 0, Coker(N;) = K*/K*.. Si ¢t -+ 0, Coker(N,) est isomorphe &
K/p(K), avec P(§) =t —¢.

Si ¢t =0, on a vu que Ni(§) = £, d’ou la premiére assertion. Si ¢ 5 0, il nous
faut montrer que Coker(N;) est isomorphe 4 Coker(f). Or, on a:

N.(§) = k7 + B, avec @, B#0
et de plus il existe un élément non nul 4 dans le noyau de N;. On peut donc écrire :
N(E) = an®((Efn)? —E[n) = yQP(En) (v #0),

d’ott Im(N,) = yIm(§2), ce qui démontre le résultat cherché.

CororLAIRE 6. i K est parfait, N : U, /Ur — U, [U% est un isomorphisme pour tout n < &.
D’apres les corollaires 1 et 2, N, est surjectif pour n < £. Le corollaire en résulte
par récurrence sur s, en utilisant le lemme 1.

CoroLrArRE 7. Si K est parfait, les trois homomorphismes canoniques suivanis sont des
isomorphismes :

Coker(N,) < UL/N(Ut) — U /NU, — K*/NL+
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a) On applique le lemme 1 au diagramme:

0 —> Uil —> UL —> UY/UL+1—> 0

oo

0— Uit — U} — UL UL — 0.
Comme N(Ui+%) = Ui*!, on en déduit bien que U4L/N(U!) — Coker(N,) est
1mn isomorphisme.
b) On applique le lemme 1 au diagramme :
00— U} — UL—->UL/U£ —>0
0— U} — U, — U, /U, —0.
Compte tenu du corollaire 6, on en déduit bien que UL/N(Ui) - U, /NU, est

un isomorphisme.

¢) On applique le lemme 1 au diagramme :

0-—nU,—1* —-2Z >0

oo

0—->UK—->K*——>Z——>O,

Comme =1, on en déduit bien que U, /NU, — K*/NL* est un isomorphisme.

Remarque. Lorsque K est un corps fini, on montre facilement que K*/K*! (resp.
K/@(K)) est cyclique d’ordre I si [ est premier 4 1a caractéristique p de K (resp. si
| = p). Combinant les corollaires 5 et 7, on en déduit que K*/NL* est cyclique d’ordre [
nous reviendrons 1a-dessus au Chap. XIII.

§ 4. Extension du corps résiduel dans une extension totalement
ramifiée
Soit L/K une extension finie totalement ramifiée. Nous supposerons que son corps
résiduel L. = K est un corps parfait.

Soit K’ une extension finie de K, et soit K’ 'extension non ramifiée de K corres-

pondante (cf. Chap. III, § 5). Les extensions L/K et K'/K sont lindairement disjointes.
En effet, si 'on note L' leur composé, on a ¢(L'/K) > ¢(L/K) =[L : K] et
Lo SLIL) > f(K'/K) = [K' : K]

o s
[L': K]>[L: K].[K': K].

On peut donc identifier L' A K'® (L, et 'on voit que L’/L est non ramifiée, et d’exten-
sion résiduelle K'/K. Nous dirons que L'/K’ se déduit de LJK par extension du corps
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résiducl de K & K'. C’est 12 une opération analogue A celle de lextension du corps de base
en géométrie algébrique (C’est méme plus qu’une analogie, cf. Greenberg [25]).
Soit =y (resp. ) une uniformisante de K (resp. L}; c’est aussi une uniformisante de
K’ (resp. L'). Supposons A partir de maintenant que L/K soit galoisienne, de groupe
de Galois G; il en est alors de méme de L'/K’, et les groupes de ramification de G
et les homomorphismes 8, du Chap. IV sont les mémes pour L/K et L'/K’ (on est
tenté de dire que ce sont des invariants « géométriques »).

Considérons plus particuliérement le cas olt G est cyclique de degré premier I. Pour
tout n >0, on a des homomorphismes

N, : Ulm[Uper - Uy /Ugh
N; : UpnjUgm+t - Uk, /UL

Occupons-nous seulement du cas n > 1 (le cas 2 = 0 se traite de méme). Au
moyen des uniformisantes =, et =, on peut identifier les quatre groupes ci-dessus
4K, K, K’ et K’ respectivement. Les homomorphismes N, et N/, sont ainsi trans-
formés en des homomorphismes

N.:K-»K
N.:K' - XK.

Ces homomorphismes sont des polyndmes (de degré 1 ou p, suivant la valeur
de n) dont les coefficients ont été déterminés au cours de la démonstration des
propositions 4 et 5. Cette détermination montre que les coefficients en question sont
les mémes pour N, et Ni [dans le langage de la géométrie algébrique, cela signifie
qu’on a pour chaque 2 > 1 un homomorphisme v, : G, — G, rationnel sur K, et
que N} est la restrictiqn de v, aux points de G, rationnels sur K’ — pour n = 0,
le groupe additif G, est remplacé par le groupe multiplicatif G,]. Voici une appli-

cation simple de cette remarque :
\

ProrositioN 6. Sous les hypothéses ci-dessus, soit x un élément de K*. Il existe alors une
extension K'[K, de degré < |, telle que x soit une norme dans Pextension élendue 1'|K' corres-
pondante.

D’apres le corollaire 7 A 1a prop. 5, on peut supposer que xe Ug. Dans ce cas,
pour que x soit une norme, il faut et il suffit que sa classe § dans Uk/Ui* soit de
la forme Ni(4), avec 3e UL/U{. Or, comme le degré de N, est /, il existe un tel
¥ dans une extension K'/K de degré < I; 'image de x dans Coker (N) est alors nulle,
et en appliquant 4 nouveau le cor. 7 4 la prop. 5, on voit que x est une norme dans
L'/K’, c.q.f.d.

Remarque. La démonstration ci-dessus prouve en fait que, si x n’est pas une norme,
I'extension K'/K est unique et c’est une extension cyclique de degré [

Lorsqu’on passe 4 la limite sur K, on obtient comme limite inductive des
corps K’ (resp. L'} le corps K., (resp. Ly,) extension maximale non ramifiée de K (resp. L) ;
ici encore L,, = L®/K,,.
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CoRroLLAIRE. Sous les hypothises ci-dessus, on a N(L¥) = K&,

En effet, si xe K}, il existe une extension finie Ky/K telle que x appartienne 4
Pextension K, correspondante. En appliquant la proposition 6 4 Ly/K, et 2 x, on
voit alors bien que xe N(LX).

[Variante. Comme les corps résiduels des complétés L., et K., sont algébriquement
clos, le cor. 3 4 la prop. 5 montre qu’il existe yel® tel que Ny = x. Comme >
est limite d’éléments de L, on en déduit que, pour tout entier z, il existe z,eL?,
tel que Nz, = x.4, avecu, e Ug,,. Sio > { 4 1, u, est une norme (cor. 2 i la prop. 5),
donc x est aussi une norme.]

Les extensions de K,. qui sont de 1a forme L,, donnent « essentiellement toutes »
les extensions de K.,. Pour préciser ce point, démontrons d’abord le lemme général
suivant :

Lewue 6. Soit L. un corps, réunion d’une famille filtrante croissante de sous-corps (L} e,
et soit M une extension de L, de degré fimi n. Il existe alors un indice i €1 et une extension M,
de Ly, de degré n, linéairement disjointe de L sur Ly, et telle que ML = M. Si M, &t M
vérifient toutes deux ces conditions, il existe k > i, § tel que ML, = M/L,. Si M est séparable
(resp. galoisienne), M, peut étre choisic séparable (resp. galoisienne) sur L.,

(En d’autres termes, les extensions finies de L sont limites inductives d’extensions
finies des L)

Soit {m.|, a =1, ..., n, une base de M sur L; on a

me.my = Yelm., avec ¢l eL.

On choisit i assez grand pour que les ¢}, appartiennent 4 L, L’alge¢bre M, définie
par ces constantes de structure est évidemment telle que M,®,,L = M; c’est donc
un corps, vérifiant les conditions cherchées. L’assertion concernant Punicité se
démontre de méme. Si M/L est séparable, les m, sont linéairement indépendants sur
L7, donc a fortiori sur LF™', ce qui montre que M,/L, est séparable. Enfin, si M/L
est galoisien, les transformés s(M;) de M; par les éléments se G(M/L) sont tels
que s{M,)L = M; il existe donc j > 7 tel que s(M;).L; = ML;, et en posant
M; = M/L;, on obtient une extension galoisienne Mj/L; répondant & la question.

LemuME 7. Soit K un corps complet pour une valuation discréte, et de corps résiduel K parfait.
Soit K., Uextension maximale non ramifice de K, et soit E une extension finie de K., de degré n.
Il existe alors une sous-extension finie K' de K., et une extension E'[K’ de degré n, linéairement
disjointe de K., sur XK', et telle que E = B’ . K,,. L’extonsion B! [K' est alors totalement ramifide,
et E Sidentific & El.. Si E est séparable (resp. galoisienne), on peut choisir B’ [K' séparable
(resp. galoisienne).

Le corps résidvel K. de K., est une cloture algébrique de K. Soit |Ki{ie
Pensemble des sous-extensions finies de K,,, et soit | K}, I’ensemble des sous-
extensions correspondantes de K,,. La famille { K, ] vérifie les hypothéses du lemme 6.
L’existence de E'/K’ en résulte. Le fait que E’ soit linéairement disjointe de K,,
montre que son corps résiduel est égal A K’ (sinon en effet E’ contiendrait une exten-
sion non ramifiée K"/K’; distincte de L’, et ne serait pas linéairement disjointe

SERRE 7
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de K.,); on a donc E.. = E. Les autres assertions du lemme sont conséquences de
celles du lemme 6.
Nous pouvons maintenant démontrer le résultat que nous avions en vue :

ProposrrioN 7. Soit K un corps complet pour une wvaluation discréte, et de corps
résiduel K parfait. Soit K, Uextension maximale non ramifice de K, et soient FoE> K,,
deux extensions finies de K,., avec F|E séparable. On a alors N(F*) = E*.

Quitte 2 augmenter F, on peut supposer que F/E est galoisienne. D’apres le
lemme 7, il existe une sous-extension finie K’ de K,. telle que F = F.,, E = E[,
ol F'5E 5K’ sont linéairement disjoints de K., = K, sur K/, et ou F//E’ est
galoisienne. Comme F' = E’ =K', 'extension F'/E’ est totalement ramifiée et
son groupe de Galois est donc résoluble (Chap. IV, § 2); par dévissage on est ramené
au cas ou il est cyclique de degré premier, auquel cas la proposition résulte du
corollaire A la proposition 6.

Exercice. Montrer que la prop. 7 reste valable lorsqu’on supprime I’hypothése de séparabilité
sur F/E. (Traiter directement le cas radiciel, ens’aidant du théoréme de structure du Chap. 11,

§ 4)

§ 5. Polynémes multiplicatifs et polynémes additifs

Soit k£ un corps, d’exposant caractéristique p. Un polynéme Pek[X] est dit multi-
plicatif si P(XY) = P(X).P(Y), X et Y étant deux indéterminées, et si P(1) = 1.
Un tel polyndme est nécessairement un monéme X*; on posera £ = d(P). De plus,
si b= hypr, avec (hy, p) = 1, on dira que £, estle degré séparable de P, et on le notera
d.(P). Le noyau de l’h‘omomorphisme

P k¥ k>
est 'ensemble des racinés d,(P)-i¢émes de 'unité contenues dans k; c’est un groupe
fini d’ordre divisant d,(P). Si P et Q sont deux polyndmes multiplicatifs, il en est
de méme de leur composé Po Q ,ctl’'ona
d(Po Q) =d(P).d(Q), d(Po Q) =d,(P).d,(Q).

Un polyndme Pek[X] est dit additif si P(X + Y) = P(X) + P(Y). Si k est de
caractéristique zéro, on a P(X) = ax, aek. Sinon, on vérifie facilement que P est
combinaison linéaire de mondmes X" 4 exposants puissances de p. Si P £ 0, on
peut Pécrire de fagon unique sous la forme :

P=XP"P’, avec P’=aoX+---+a,.X"k, ag @ #~ 0.

Le degré d(P) de P est égal A p*+*; Pentier p* est appelé le degré séparable de P, et
noté d,(P).
Le noyau de 'homomeorphisme

P:k—k
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est égal 4 celui de P'; c’est un sous-groupe additif de k¥ d’ordre divisant 4,(P). De
plus, comme P’ est séparable, on peut écrire (dans la cloture algébrique de k) :

P=a ]l x—p
PE=0
ce qui montre que le noyau de P est d’ordre d,(P) si k contient les racines de P’.
Si P et Q sont deux polynémes additifs, il en est de méme de Po Q, et

dPo Q) =d(P).4d(Q), d(PeQ)=4(P).d(Q).

[Les polynémes additifs ne sont autres que les k-endomorphismes du groupe
algébrique G,; ils forment un anneau dont la structure a été étudiée par Ore [50];
voir aussi Whaples [69, 70].]

§ 6. Le cas galoisien totalement ramifié

Dans ce paragraphe, on suppose que I’extension L/K est galoisienne et totalement
ramifiée. On a donc L = K. On note ¢ 1a fonction définie au Chap. IV, § 3.

ProrostTioN 8. Pour tout entier n >0, on @ N(Uf™ cUz o N(Uj™WH)cUg+l,
Nous démontrerons cette proposition un peu plus loin.
Comme dans le cas cyclique de degré premier, la proposition 8 permet de
définir des homomorphismes :

N, : K* - K*
N.:K =K, n2>1

ProPosiTION 9. Pour n =0 (resp. n0), Dhomomorphisme N, est induit par un polynéme
multiplicatif (resp. additif) non constant P, tel que :

d(P,) = Card (Gywy) et di(Pa) = (Gymy : Gy 41) = Yia(n)/4y(n).
La suite : ‘
0 . . N.
0 — Gyw)/Gymy41 — Uim/UlH — Uk /UM

est exacte. .
. [L’homomorphisme 6 fait correspondre A se Gy la classe de s(x)/x, olt = est
une uniformisante de L, cf. Chap. IV, § 2.]

Nous raisonnerons par récurrence sur ordre de G. Le cas G = {1} est trivial.
Si G % {1}, comme c’est un groupe résoluble (Chap. IV, § 2), il admet un quotient
cyclique d’ordre premier. Il existe donc une sous-extension K'/K de L/K telle
que K'/K soit cyclique d’ordre premier [. D’aprés Phypothése de récurrence (resp.
les propositions 4 et 5), les propositions 4 démontrer sont vraies pour L/K' (resp. pour
K'/K). Si Pon pose :

n' = g x(n), n" = $yp (n),
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on a donc :
Ny (U) e Uk et Ng(UX) e Uk
d’ots, puisque Ny, = Ny o Ny, N(UT)cUg, ce qui démontre la premiére
des inclusions de la prop. 8, puisque ¥, x = $rne © Yk La seconde inclusion
se démontre de méme.
En ce qui concerne la proposition g, on remarque que N, se factorise en :

Un /U'l"+l L Un' /Un +1 __, Uﬁ/U’k”

ol N” et N sont définis respectivement par N, et Ny, .. Si N et N’ sont induits
par les polyndmes multiplicatifs (resp. additifs) P* et P/, N, est donc induit par Jeur
composé P, = P’ o P?, qui est bien multiplicatif (resp. additif). Le degré séparable d
du polyndéme P, est égal au produit des degrés séparables d’ et d” de P’ et P”. L’hypo-
thése de récurrence, appliquée 3 I'extension L/K', montre. que

d* = (YuieYury(n")

en convenant de noter fi, le quotient f}/f; de la dérivée A droite par la dérivée
A gauche. On a de méme :

d' = ($xen) g (n)-

Comme §,/x = Y1/ © Pxor 1a formule donnant la dérivée d’une fonction composée
montre que 1’on a :

d = (Y (n).

Compte tenu des propnétés de ¢ (cf. Chap. IV, § 3, prop. 12 et 13}, ceci peut
aussi s’écrire :

d = (Gyw : Gyuy41)-
On démontre de méme la formule :
d(P,) = Card (Cyn).

D’autre part, d’apres ce qui a été dit au § 5, le noyau de N, est d’ordre un diviseur
de d,(P,); comme N(s(x}/x) = 1, ce noyau contient 'image de 6, image dont I'ordre
est justement d,(P,), on vient de le voir. On a donc bien Im (8) = Ker (N,), ce
qui achéve la démonstration.

CoROLLAIRE 1. N, est injectif si et seulement si Geny = Gy 1
C’est évident.

CoRoLLAIRE 2. N, est surfectif dans chacun des irois cas suivanis :
(i) K est algébriquement clos,

(u) K est pa;fait, el Gq.(,.) = Ga_,(,.)+1,

(iii) Gy = 111-
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En effet, dans le cas (i), P, est un polynébme non constant, dans le cas (ii),
P, = ¢X”, et dans le cas (iii), P, = ¢X.

CoROLLAIRE 3. On a N(U®) = Ux si Gyay = {1}, et N(U™+1) =UpH g
Gty = | 1|. Lorsque K est algébriquement clos, ces égalités ont lieu pour toxt n > 0.
La démonstration est 1a méme que celle du corollaire 3 dn § 3.

COROLLAIRE 4. Soit v un nombre réel > 0. On a N(Uj®) = U 5i Gy = j11, ou
bien si K est algébriquement clos.
Méme démonstration que pour le corollaire 4 du § 3.

Remarques. 1) Nous avons procédé par « dévissage », A partir du cas cyclique de
degré premier; on peut aussi opérer directement, comme le fait Hasse [33].

2) Si K est fini, les conditions de la proposition g ne suffisent pas nécessairement
i déterminer les polynomes P,. Toutefois, il existe un choix des P, qui est invariant
par extension résiduelle (cela résulte de la démonstration), et ce choix est évidem-
ment unique; les polyndmes P, correspondants seront dits canonigues.

La proposition 6 s’étend d’elle-méme au cas considéré ici. Nous nous bornerons
a4 I’énoncer :

ProPosITION 10. Supposons K parfait, et soit x e K*. Il existe alors unz extension X'|K
de degré < [L : K), telle que x soit une norme dans Dextension étendue L' [K' correspondante.
Cette proposition apporte une précision supplémentaire 4 la prop. 7 du § 4.

Exercice. En supposant K parfait, étendre les résultats de ce § au cas d’une extension finie L/K
quelconque.

§ 7. Application : démonstration du théoréme de Hasse-Arf

Il s’agit du théoréme suivant (cf. Chap. IV, § 3) :

TuEorEME 1. Soit K un corps complet pour une valuation discréte, soit L. une extension
abélienne finie de K, de groupe de Galois G; on suppose que Pextension résiduelle T/K est
séparable. Si v est un saut de la filtration { G| de G, alors v est entier.
(Dire que v est un saut signifie par définition que G*+ s G* pour tout ¢ > 0.}
L’énoncé ci-dessus utilise la numérotation supéricure des groupes de ramification.
Si PPon traduit en termes de la numérotation inféricure, on obtient :

THEOREME 1. Les hypothéses élant celles du théoréme 1, 5i w est un entier tel que

G;‘ # G,.+1

alors gy (p) est un entier.

La proposition suivante est un cas particulier du théoréme 1’ :
ProrosiTioN 11. Soit L/K une extension cyclique, totalement ramifiée, de groupe de Galois G,
et soit w le plus grand entier tel que G, # {1}, Alors g, (n) est un entier.
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Inversement, cette proposition entraine le théoréme 1. En effet, soit L/K une exten-
sion vérifiant les hypothéses du théoréme 1, et soit v un saut de la filtration {G*|.
Quitte 4 remplacer G par son sous-groupe d’inertie, on peut supposer que L/K
est totalement ramifiée. Posons G’ = G et soit G” le groupe de ramification suivant
(on a donc G” = G pour tout ¢ > 0 assez petit). Par hypotheése, G’ % G". Décom-
posant G/G” en produit de groupes cycliques, on voit qu’il existe un groupe quotient
cyclique H de G/G” tel que I'image H' de G’ dans H soit % { 1}. Le groupe H est
groupe de Galois d’'une sous-extension L’'/K de L/K. D’aprés le théor¢me de Her-
brand, on a H* = H' et H'** = { 1] pour tout e > 0, et 1a prop. 11 montre donc que
v est un entier, c.q.f.d.

Reste donc A démontrer la proposition 11. Nous noterons w la valuation discréte de L,
et nous choisirons une uniformisante = de L. Nous poserons

r = Card (G), r' = Card (G,), k=",

Nous ferons choix d’un générateur s de G; le groupe G, est alors engendré par
¢ = s*. Nous utiliserons la notation exponentielle »* pour désigner s(x). Enfin, nous
supposerons que le corps résiduel K = L n'est pas le corps premier : on peut toujours
se ramener A ce cas, quitte A faire une extension du corps résiduel, cf. § 4.

Soit V I’ensemble des xeL* tels que Nx = 1. D’aprés un résultat classique de
Hilbert (cf. Bourbaki, Alg., Chap. V, § 11, th. 3) V est Pensemble des y*~1, yeL*.
Soit W le sous-groupe de V formé des y-! avec ye U,.

LemMme 8. Le groupe VW est cyclique.

En effet, application y — y*~1 définit par passage au quotient un homomorphisme
de L*/U, = Z sur V/W.

[En fait, V/W est isomorphe 4 G, cf. exer.]

Soit m un entier > 0. Nous poserons :

Va=VaU", W,=WnUm

On a W, cV,; le groupe V,/W,, s’identifie & un sous-groupe de V/W, et les V,,/W,,
forment une filtration décroissante de V/W.

LemME 9. On a V. = W,, pour m assez grand.

Soit ¢ un élément de L tel que Tr (¢) = 1, et soit my = — w(t). Soit xe V., avec
m > my; nous allons montrer que x appartient & W,. Formons la « résolvante de
Lagrange-Hilbert » (Bourbaki, loc. cit.) :

i=r—1

y= Z P L

=0
Puisque Tr (1) = 1, on peut écrire :
i=r—1

S Sy
i=o0

1

— x).t-‘i
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d’od w(y— 1) > 0 et yeUl. Comme Nx = 1, on a y'-* = %, ce qui montre bien
que x appartient &4 W,

Nous allons mamtenant nous occuper des quotients successifs V,,./V,,,+1W de la
filtration {V,/W.|.

LemME 10. Si g(m) est entier et 5i G, = G4y, alors V,, = V4.
Posons n = ¢(m), de telle sorte qu'on a m = ¢(n). Soit x €V, et soit ¥ Pimage
de x dans Up/UL+. Il est clair que ¥ appartient au noyau de ’homomeorphisme

Ut/Up+ > Ug/Ug+!

défini au paragraphe précédent. D’aprés la proposition g, le noyau de N, est iso-
morphe & G,/G.41, donc nul. On a alors ¥ =0, ie. xeV,y,.

LemME 11. Soit m un entier > 1. Si I'image de W,, dans U [UT+Y est non nulle, cette image
est égale & UPJUPH tout entier.

Soit x un élément de W, n’appartenant pas 3 Ut#. On a x = y*-1, avec yeU,.
Quitte 3 multiplier y par un élément de Uy (ce qui ne change pas y*-1), on peut
supposer que y e U}, autrement dit que y = 1 4 2, avec w(z) > 1. Pour tout ae A,
posons y, =1+ azetx,=y;"". On a:

oy =) 2y
Ya Ya

Comme y/y, € U}, on voit que x, appartient 3 W,, et que son image %, dans Uz/Ur+
est égale 4 7.%, ol @ désigne I'image de 2 dans K= L; comme tout élément de
UP/UT+! est de la forme Z.%, cela démontre le lemme.

LemME 12. Soit n un entier tel que Gyuyry = {1|. Soit m un entier tel que
n<lg(m)<n-+1.

Alors les images de V,, et de W, dans Up[Ur+1 sont toutes deux dgales & UT [UT+.
Soit ¥ e UF/UT+1, et soit xe UL un représentant de . On a

Y(n) <m << Y(n + 1), d’olt m > (n) + 1.

D’apres la prop. 8, on a Nxe Ugt}, et le cor. 3 4 1a prop. 9 montre qu’il existe
»eUjn+D tel que Ny = Nx. En posant x’ = xy~!, on trouve un représentant de ¥
qui appartient & V. Le groupe V,, s’énvoie donc bien sur UR/UL+1. Quant 3 W,
son image dans U7/UT+! est un sous-groupe H,, de ce groupe; comme V,./W,, est
cyclique (puisque sous-groupe’de V/W), le quotient de Uf'/Uf+! par H,, est également
cyclique. Mais U /U7+! est isomorphe au groupe additif K, et ce dernier n’est pas
un groupe cyclique, puisqu’on a pris la précaution de supposer que K n’est pas le
corps premier. On a donc nécessairement H, 52 0, et le lemme précédent montre
que H, = UT/U?+1, ce qui démontre le lemme.



104 RAMIFICATION v

LEMME 13. Soit m un entier, et soit n + 1 le plus petit entier > o(m). Si Gypry = {1},
ona Va=W,.

Montrons d’abord que V,, = V,.,:W,. Si ¢(m) est entier, on a n + 1 = ¢(m),
%(n + 1) = m, et notre assertion résulte du lemme 1o. Si ¢(m) n’est pas entier,
on an<g(m)<<n+ 1, et le lemme 12 montre que V, et W, ont méme image
dans Up/U, d’ott évidemment V,, = V,, .. W,

En appliquant ce qui précede & m 4 1, on trouve Vo =V, Wy, d’oi
Vo = VmyaWa, et de proche en proche V,, =V, W, pour tout £ > 0. Si 'on prend
k assez grand, on a V,. = Wy (lemme g}, d’olt V,, = W, W, = W, ce qui
démontre le lemme.

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 11. Supposons que o(p)
ne soit pas entier, et soit v + 1 le plus petit entier > ¢{r). On a p < $(v + 1),
d’ott Gyy1y = {1|, et d’aprés le lemme précédent on a V, = W,.. Soit ¢ = s* le
générateur de G, défini au début de la démonstration, et posons x = «*~1, Il est
clair que x appartient & V,; puisque V., = W, il ‘existe donc yeU, tel que
7*~1 = p-1 Mais I'on a :

a—1=(s—1)(1 4 s+ -+ + 51

et en posant 2 =_y“1:‘+’+"'+'k-l, on trouve z*~1 =1, d’ol1 & K*. Comme L/K est
totalement ramifiée, on en déduit w(z) = 0 (mod. r); comme w(y) = 0, w(r) =1,
cela donne k£ = 0 (mod. ), ce qui est absurde, c.q.f.d.

Exercice. On conserve les notations et les hypothéses de la démonstration de la prop. 11.

a) Montrer que, si o(m) est entier, ona W, cV, 4, et V,/V ., est isomorphe 4 G, /G, ..
5) Montrer que, si ¢(m) n'est pas entier,on a V,, =V ., W,

¢} Montrer que I'application ¢ - z¢-! définit par passage au quotient un isomorphisme du
groupe G filtré par les )G,‘,j sur le groupe V/W filtré par les {V,_ /W, 1.



CHAPITRE VI

REPRESENTATION D’ARTIN

§ 1. Représentations et caractéres

(11 s’agit d’un rappel de définitions et de résultats bien connus. Pour les démonstra-
tions, le lecteur pourra par exemple consulter M. Hall [g0], Chap. XVI.)

Soit G un groupe fini, d’ordre g. Une fonction fsur G, A valeurs complexes, est
dite centrale si f(sts—1) = f(t) pour s, e G. Soit V un espace vectoriel de dimension
finie sur C, et soit GL(V) le groupe des automorphismes de V; on appelle représen-
tation linézire de G dans V un homomorphisme p : G —GL(V). Si seG, p(s) est
un endomorphisme de V, et sa trace Tr(p(s)) est définie. On posera

1(s) = Tr(p(s)).

La fonction z, est une fonction centrale sur G, que Pon appelle le caractére de la
représentation p; elle détermine p 4 un isomorphisme prés. On a y,(s~1) = 7,(s).
L’entier 3 (1) est appelé le degré de p; c’est 1a dimension de V.

La fonction constante égale A 1 sera notée 1, ou simplement 1. C’est le caractere
de la représentation unité de G (dim. V = 1 et ¢(s) = 1 pour tout seG).

Le caractere de la représentation réguliére de G sera noté r;. On a ri(1) = g,
r(s) = O pour s % 1. La représentation unité se plonge dans la représentation
réguliére; le quotient s’appelle la représentation d’augmentation de G; son caractére
sera noté u;. On a 7y = u; + 1.

Un caractére y est dit irrdductible si la représentation correspondante est irreductible.
Toute fonction centrale ¢ s’écrit de mani¢re unique comme combinaison linéaire

9= et ¢,eC

de caractéres irréductibles. Pour que g soit le caractére d’une représentation linéaire
de G, il faut et il suffit que les ¢, soient des entiers > 0.

Les coefficients ¢, peuvent se calculer de la maniére suivante : posons, si ¢ et
sont deux fonctions centrales sur G,

(o §) =— E 3(5) ¥(s).

g seG
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On aalors (y, x) = 1, (1, ') = Osi y et x' sont des caractéres irréductibles distincts
d’ou :
= (‘Ps X.)'

(En d’autres termes, les caractéres irréductibles y forment une base orthonormale
de I’espace hilbertien des fonctions centrales.) On a par exemple r, = Zx(x) 1
%

U = lélX.(') X

Soit maintenant « : H ~~ G un homomorphisme d’un groupe fini H dans le
groupe G. Si o est une fonction centrale sur G, la fonction a*{p) = ¢ o « est une
fonction centrale sur H; si ¢ est le caractére d’une représentation linéaire
p: G—>GL(V), «*(p) est le caractére de la représentation po«:H—> GL(V). En
sens inverse, soit ¢ une fonction centrale sur H. On montre qu’il existe une fonction
centrale a, () sur G, et uneseule, telle que I’on ait I'identité (dite « de Frobenius »)

(9> @ (¥)) = («*(2)s §)

pour toute fonction centrale g sur G. Si { est le caractére d’une représentation linéaire
de H dans V, «,({) est le caractére de la représentation C[G]®u)V, obtenue a
partir de V par extension des scalaires (représentation « induite »).

Nous appliquerons principalement ceci aux deux cas particuliers suivants :

a) H est un sous-groupe de G, et a est Pinjection canonique de H dans G.
On écrit alors ¢|H (ou méme simplement ¢) au lieu de «*(9), et 4* au lieu de
zy (¥} (fonction induite). Si se G, on a :

-~ ST

$*o) = Z C a0 I

{EG/H
en convenant que
Ptst~l) =0  si st~ H.

b) G est un quotient H|N de H, et « est la profection canonique de H sur H/N.
On écrit alors ¢ au lieu de «*(g), et Y% au lieu de z,(}). Sise H/N, ona :

¥0) = G 2 (1)

Nous aurons A utiliser le résultat suivant :

TuiorEME DE BRAUER. Tout caractére d’un groupe fini G est combinaison Z-linfaire de
caractéres % induits par des caractéres y, de degré 1 de sous-groupes H, de G.
{Un caractére de degré 1 d’un groupe H est simplement un homomorphisme de H
dans le groupe multiplicatif ¢*.)

Pour la démonstration, voir Brauer-Tate [11].
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§ 2. Représentation d'Artin

Soit 1/K une extension galoisienne finie, de groupe de Galois G, vérifiant les hypo-
théses des chapitres IV et V. On posera f = [L : K]. Si 5 est un élément de G distinct
de 1, on a défini au Chap. IV, § 1 Pentier positif i;(s). Posons :

ag(s) = — fuig(s) si s£ 1
a5(1) =f2ic(‘f)'

s#1
On a donc :

Z aG(:) =0, c’est-a-dire (aG, ‘G) = 0.
s€G

TuioREME 1. La fonction ag est le caractére d’une représentation linfaire du groupe G.
Il est clair que g, est une fonction centrale. On peut donc ’écrire :

g = Z‘ll

ou y parcourt ’ensemble des caractéres irréductibles de G. On a :

¢, = (a5 ) = - Z ag(s)x(s™h)

g seG

I
== ZLiag(s~") y(s
¢ = e(s77) %(s)
et comme g (s~!) = a4(s), on voit que ¢, = (¥, ac).
De facon générale, si ¢ est une fonction centrale sur G, on posera :

f(‘?) = (?’ ac)'

Le théoréme 1 peut donc se reformuler de la manidre suivante :

TuEoREME 1. f(y) est un entier > 0 si y est un caractére de G.
Avant de démontrer ces deux théorémes, nous allons établir un certain nombre
de propriétés des f(y) et de a.

ProrosiTioN 1. La fonction ag est égale a la fonction induite (a;)* par la fonction corres-
pondante du groupe d’inertie G,.

Comme G, est invariant dans G, on a (a,)*(s) = 0 = a.(s) si s& G,. SiseG,,
S 1,ona:

(a)*(s) = Z ag,(tst71) = — Z ig,(tst71)

1EGIG, teg/i
= —flig(s) = ag(s).
Le cas de s = 1 se traite de méme.
[Cette proposition permettrait, si on le désirait, de ramener les théorémes 1 et 1
au cas lolalement ramifie G = G,.]
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ProposiTION 2. Soit G le i-iéme groupe de ramification de G, soit u; le caractére de la

représentation d’augmentation de G,, ot soit uf le caractére de G induit par u,. On.a :

»

,
“ - Lt

i=0
Posons g; = Card (G;). Le raisonnement fait ci-dessus montre que u}{s) =0
si s&Gy, uls) = —glei = —f.gol& si 5€Gy, 551, et ZGu‘,"(s) =0. Si alors
SE

s€G; — Gy 4, la somme de droite vaut — f{k 4 1), et il en est de méme de a.(s).
Pour s = 1, P’égalité provient de ce que les deux membres sont orthogonaux i 1.

Si ¢ est une fonction centrale sur G, nous poserons :

o(G) =— Z ¢(s), & = Card (G)).

8t s€G;

COROLLAIRE. 1. Si ¢ est une fonction centrale sur G, on a :

3

S(e) Zﬂ; ) — 2(Gy))-

i=

Cela résulte de la proposition 2, compte tenu de ce que :
(o #) = (2lGo ) = ¢(1) — 9(Gy).

COROLLAIRE 2. Si y est n caractére de G, f(y) est un nombre rationnel positif.
En effet, la proposition 2 montre que gy, est le caractére d’une représentation
linéaire de G; donc g,.£(y) est un entier > 0.

PROPOSITION 3. Si N est un sous-groupe invariant du groupe G, on a :

o = (aG)h‘

Cela résulte de la proposition 3 du Chapitre IV.

COROLLAIRE. Si ¢ est une fonction centrale sur GIN, et si ¢ ot la Jonction centrale sur
G correspondante, on a f(9) = f (o').
En effet f(¢) = (g, a2) = (9', 85) =S(9')-

ProrosITION 4. Soit H un sous-groupe de G correspondant & la sous-extension K'[K, et
503t Dy, le discriminant de K'[K. On a :

aglH = ary + faix 8us avee b = vy (vypix)-

(On rappelle que r, désigne le caractére de la représentation réguliére de H.)
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Si s est un élément de H distinct de 1, on a :
ag(s) = — fuxia(s)s ay($) = — fLieiu(s) ra(s) = 0,
et comme i,(s) = iyx(s), cela donne bien
ag(8) = Mry(s) + farxttu(s)-

Prenons maintenant s = 1. On a tout d’abord :

ag(1) = fLwt (Do) = vx(Ounc)

d’aprés la proposition 4 du Chap. IV. De méme, q,(1) = v, (P, /s ). La formule
4 démontrer s’écrit donc :

D) = [L 1 KT og(dern) + SrorwPu (Pusw)s

et elle résulte de la formule de transitivité du discriminant (Chap. III, prop. 8):
bk = (‘DK,,K)"' ‘ lm'I\Ix-lx((”l.ll(')'
CoROLLAIRE. Soit § un caractéire de H, et soit U* le caractére de G induit par 4. Ona :

S(4*) = o0 $(1) + funf ()
En effet :

f(‘*}‘*) = (%, a;) = (¢, ag|H)
= {4 rg) + S a)
= M(1) + fan ¥ avec h = Ug(Dg./x)-

PROPOSITION 5. Soit y un caractére de degréd 1 de G. Soit ¢, le plus grand entier tel que la
restriction de y au groupe de ramification G., ne soit pas le caractére unilé (si y = 1o, on prend
¢, =—1). On a alors :

S = ?LIK(CZ) + 1.

{Pour la définition de la fonction ¢/, voir Chap. IV, § 3.)
Siieyonay(G)=0,doi x(1) —x(G) =1;s8i 1>¢, on a y(G) = 1, donr
£(1) — z{(G:) = 0. En appliquant le corollaire 1 A la proposition 2, on obtient donc :

i=¢

f) = Z A ourw(é) + 1.

i=0 o

CoRroLLAIRE. Soit H le noyau de y, soit K’ la sous-extension de L|K correspondant & H,
et soit ¢; le plus grand entier tel que (G[H)., # {1}. On a f(x) = owk(e) + 1, ot &est
un entter > 0.

(Si H=G, on pose ¢; = —1.)
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Le théoréme de Herbrand (Chap. IV, lemme 5) montre que ¢; = 9, (c,). La
formule f{y) = ¢k (6}) + 1 résulte donc simplement de la transitivité des fonctions o,
Le fait que ¢y, c(c;) soit un entier résulte du théoréme de Hasse-Arf (Chap. IV, § 3),
puisque G/H est abélien.

Démonstration des théorémes 1 et 1. 11 agit de prouver que, si % est un caractere de G,
S() est un entier positif. On sait déja (cor. 2 4 la prop. 2) que c’est un nombre
rationnel positif; reste 4 montrer que c’est un entier. D’aprés le théoréme de Brauer
rappelé au § 1, on a y = Yy, neZ, les y, étant des caractéres de degré 1 de sous-
groupes H; de G. On est donc ramené 4 montrer que f(x*) est entier si y est un
caractére de degré 1; or, sous ces hypothéses, f() est entier (cor. A la prop. 5), et il
en est donc de méme de f(x*), d’aprés le corollaire de la proposition 4, c.q.f.d.

Remarques. 1) Le théoréme 1 et sa démonstration sont dus A Artin [6], 4 cela prés
qu’il devait supposer le corps résiduel K fni, le théoréme de Hasse-Arf n’étant alors
démontré que dans ce cas. De plus, comme il ne disposait pas du théoréme de
Brauer, Artin commengait par se ramener au cas G = Gy, grice 4 un théoréme de
Speiser (cf. Chap. IV, cor. 2 & la prop. g); le groupe G étant un p-groupe, il est
alors facile de prouver que tout caractére irréductible de G est induit par un caractére
de degré 1 d’un sous-groupe, ce qui démontre (et précise) le théoréme de Brauer
dans ce cas particulier.

2) Comme onl’a vu, la démonstration du théoréme d’Artin utilise de fagon essentielle
celui de Hasse-Arf; inversement, on déduit facilement le théoréme de Hasse-Arf de
celui d’Artin.

Terminologie. La représéntation dont le théoréme 1 affirme Pexistence s’appelle la
représentation d’Artin du groupe G attachée i Pextension L/K. On notera qu’elle
n’est définie que par I'intermédiaire de son caractére, c’est-a-dire 4 un isomorphisme
prés; il serait trés intéressant d’en obtenir une description directe; nous reviendrons
la-dessus au § 4.

Si x est un caractére de G, Pidéal pfv est appelé le conducteur de y, et noté {(x).
Lorsque y est un caractere de degré i, correspondant 3 une sous-extension cyclique
K'/K, et lorsque K est fini, {(x) est bien le conducteur de I’extension K'/K, au sens
de la théorie du corps de classes local (cf. Chap. XV); il en est de méme si K est
algébriquement clos (cf. [59], n® 3.7). Lorsque y est un caractére irréductible de
degré > 1, on n’a aucune interprétation de ce genre pour f{(y).

Exercice. Soit G! le i-itme groupe de ramification de G en numérotation supérieure, et soit
v} le caractére de G induit par le caractére de la représentation d’augmentation de G

a) Montrer que ag = —Z"’/g.

b) Lorsque G est abélien, montrer que a; —Zu*

n=90
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§ 3. dlobalisation

Elle ne présente aucune difficulté. Indiquons rapidement comment on procéde :

Soit /K une extension finie galoisienne, de groupe de Galois G, soit A un anneau
de Dedekind de corps des fractions K, et soit B sa fermeture intégrale dans L.
On supposera que, si P est unidéal premier non nul de B au-dessus d’un idéal premier
p de A, le corps résiduel Ly = B/ est séparable sur Ky = AJp. Sous ces hypothéses,
le complété Ly est galoisien sur Ky, le groupe de Galois étant le groupe de décompo-
sition Dg. On peut appliquer A Pextension Ly/K,, et au groupe Dy les définitions et
les résultats des paragraphes 1 et 2. La fonction a correspondante sera notée agp;
elle est définie a priori sur Dy, mais on la prolonge par zéro 4 G tout entier. On pose :

ap = %agp.

On vérifie tout de suite que g, est égale A (ag)*, pour un choix quelconque de
au-dessus de p. Il s’ensuit que a, est le caractére d’une représentation de G (que l'on
appelle la représentation &’ Artin attachée A p et A P'extension L/K), et que cette repré-
sentation est induite par la représentation d’Artin de I'un des groupes de décompo-
sition Dy, pour B|p. Si y est un caractére de G, on pose :

S ¥ = ap) = (x|Dgp).

Si p est non ramifié, on a évidemment f (y, p) = 0. On peut donc former I’idéal
produit :

MO |
que Pon appelle le conducteur du caracttre y; lorsque 'on veut préciser davantage,

on éerit f(y, L/K) au lieu de {(y). Les propriétés démontrées au § 2 se traduisent
de la manitre suivante :

ProrostrioN 6. (a) f(x + x') = f(x)-f(x'), 7(1) = (1)
(8) i K'[K est une sous-extension de L|K, correspondant au sous-groupe H de G, et st ¢
est un caractére de H, on a :

T(4* L/K) =ik Ne(P(4 L/K)).
(6) Si K'[K est galoisienne, et si y est un caractére de G/H, on a:
fGo LK) = f(x, K'/K).

Appliquons () au cas oll ¢ = 1,; le caractére induit §* sera noté sg/y; Clest le
caractére de la représentation de G définie par les opérations de G sur l'espace
homogene G/H. Comme f($) = (1), on obtient :

COROLLAIRE 1. On a Yy x = f(5gm> L/K).
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En décomposant s;;; en combinaison linéaire de caractéres irréductibles, on en
déduit une décomposition du discriminant by, en produtt de conducteurs. Si par exemple
H ={1}, on asg, = r, et 'on obtient la « Fithrerdiskriminantenproduktformel »
d’Artin et Hasse :

CoROLLAIRE 2. On a v, = [1§(x)'Y), ok y parcourt I'ensemble des caractéres irréductibles
de G.
Si G est abélien, cette formule devient tout simplement :

bk = Hf(y)

Le cas des corps de nombres. Supposons que K soit un corps de nombres (c’est-A-dire une
extension finie de Q), et que A soit 'anneau des entiers de K. Considérons I'idéal de Z
défini par la formule :

¢(z> LK) = od-Nun(f(x: L/K))-

Il est engendré par un entier > 0, que nous noterons ¢(y, L/K). En appliquant la
prop. 6, et la transitivité du discriminant, on voit qu’il vérifie les propriétés suivantes :

(a) o(y, + 7's LK) = e(y, LK) .e(y', L/K),  o(1, L/K) = |dxpl
) e($*, L/K) = ¢(}, L/K)
@ . el LK) = e(y, K'/K)

les notations étant celles de la prop. 6.

Ces propriétés d’invariance sont identiques i celles des fonctions L d’Artin
{cf. [5]); en fait, ¢(y, L/K) intervient dans le terme « exponentiel » de I’équation
fonctionnelle de L(y, L/K), cf. [5], n° 7.

§ 4. Représentations.d’Artin et homologie (cas descourbes algébriques)

Soit k£ un corps algébriquement clos de caractéristique p, soit Y une courbe algébrique
projective, non singulitre, connexe, définie sur £, et soit G un groupe fini d’auto-
morphismes de Y. Soit X = Y/G la courbe quotient. Soit L (resp. K) le corps des
fonctions rationnelles sur Y (resp. sur X); ’extension L/K est galoisienne, de groupe
de Galois G. De plus, chaque point Q €Y a un anneau local qui est un anneau de
valuation discréte, de corps des fractions L, de corps résiduel &; soit v, la valuation
correspondante. On définit de méme o, si Pe X. Le sous-groupe D, de G formé
des seG tels que 5(Q) = Q est appelé le groupe de décomposition de Q; si L.q (resp. K,)
est le complété de L (resp. K) pour la valuation s, (resp. u,), I'extension L.o/K, est
galoisienne de groupe de Galois D, (la situation est analogue A celle du § 3, et pour-
rait d’ailleurs s’y ramener). On peut appliquer 2 1.,/K, les constructions du § 2,
et 'on obtient des fonctions 7 et 4, que ’on note i, et aq. Si ¢ est une uniformisante
locale en Q, on a donc :

1o(s) = vo(s(t) —¢) si seDy, § 51
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On peut ici donner une interprétation géométrique de i, (s) : si I', désigne le graphe
de sdans Y X Y, 7y(s) est égal A la multiplicité de Q X Q dans I'intersection A.I',
(A désignant la diagonale de Y); la vérification est immédiate.

Comme au § 3, on étend aq par 0 en dehors de Dy, et I'on pose :

a, = Z aq pour tout Pe X,
QP
Si I’'on choisit un point Q eY au-dessus de X, on vérifie que g, = (aq)*; donc a,
est le caractére d’une représentation de G, que I’on appelle la représentation d’ Artin
attachée A P.

On va maintenant inlerpréter homologiquement la somme directe des représeniations
d’ Artin corvespondant aux divers poinis Pe X. Soit [ un nombre premier fixé, distinct
de p. On définit avec Weil ([66], voir aussi [57], n® 5) les groupes d’homologie l-adiques
de Y : Hy(Y), H,(Y), Hy(Y), en prenant Hy(Y) = Hy(Y) = Z;, et H,(Y) = T(]J)
(groupe de Tate de la jacobienne J de Y). Ce sont des Z,-modules libres de type fini,
sur lesquels opére le groupe G. Ils définissent donc des représentations, dont nous
noterons les caractéres h;, i =0, 1, 2. Nous poserons 4 = hy — A; + h;. L'entier
E(Y) = (1) est la caractéristique d’Euler-Poincaré de Y; si g, est le genre de Y, on a
E(Y) = 2 — 2¢,. On définit de méme E(X).

ProposiTioN 7. Avec les notations ci-dessus, on a

h=E(X).r, — Lia,
PeX
Pour s 1, on doit montrer que h(s) = —Na.(s) = Yiy(s), et comme
Yiq(s) = deg (A.T,), la formule n’est qu’un cas particulier de la formule de Lefschetz
(cf. par exemple [40], p. 161). Pour s = 1, c’est la formule de Hurwitz.

CoOROLLAIRE. On a PZ a, = by + E(X).r, —2.1,.
ex

En effet, on a hy = hy = 1,.

Remargque. Les résultats qui précedent sont dus & Weil, au langage preés (cf. [66], § V).
Ils montrent notamment que la somme des représentations d’Artin A, attachées aux
divers points P de X est rationnelle sur Q, (c’est-a-dire peut étre réalisée par une
représentation matricielle A coefficients dans Q;); cela suggere que chaque A,
doit étre rationnelle sur Q,, [ £ p, et c’est effectivernent ce que 'on peut démontrer,
sans méme que l’on ait a se borner au cas d’égale caractéristique, cf. [57], [78]. Par
contre, ni la représentation Hi, ni les représentations d’Artin ne sont en général
rationnelles sur Q (cf. [57], n° 4 et 6), ce qui 6te 'espoir de trouver une définition
« triviale » de ces représentations.

SERRE 8
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CHAPITRE VII

GENERALITES

Ce chapitre et le suivant sont consacrés a des rappels de définitions et de résultats
sur ’homologie et la cohomologie des groupes; pour plus de détails, le lecteur se
reportera 3 Cartan-Eilenberg [13], Grothendieck [26] ou Lang [93].

§ 1. G=modules

Soit G un groupe, noté multiplicativement, et soit A un groupe abélien, noté addit;-
vement. On dit que G opére & gauche sur A si 'on s’est donné un homomorphisme
G — Aut (A), ou Aut (A) désigne le groupe des automorphismes de A. Il revient
au méme de se donner une application (5, x) - s.x de G X A dans A vérifiant les
identités :

[.a=a
s.(a+4d)=s.a+s.a
(s.8).a =s.(t.a).

Dans ces conditions, si A désigne 'algebre Z[G] du groupe G sur Z, on munit A
d’une structure de A-module unitaire 4 gauche en posant :

(Bn,5)a = Zn,(s.a).

Inversement, si A est un A-module unitaire 4 gauche (nous dirons plus bri¢vement
un A-module), le groupe G opére par a — s.a sur A, cf. Bourbaki, 4lg., Chap. 11,
§ 7, n° 9. Aulieu de dire « A-module », nous dirons souvent « G-module ».

Si A et A’ sont deux G-modules, une application f: A — A’ est appelée un
G-homomorphisme (ou parfois simplement un homomorphisme) si c’est un homomor-
phisme de groupes abéliens, et si elle commute aux opérations de G (ce qui revient
a dire que c’est un homomorphisme de A-modules). Les G-homomorphismes
forment un groupe noté Homg(A, A’). Pour ces homomorphismes, les G-modules
forment une catégoric abélienne au sens de Grothendieck [26]. Comme dans toute
catégorie abélienne, on a la notion d’objet projectif et d’objet injectif : un G-module
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A est dit projectifssi le foncteur Homg (A, A') est exact par rapport 2 A’'; un G-module
A’ est dit injectif si le foncteur Homg (A, A') est exact par rapport 2 A. A coté de
ces notions (souvent trop restrictives pour les applications), on est amené 3 intro-
duire les notions suivantes :

Un G-module A sera dit induit s’il est de la forme A®X, ot X est un groupe
abélien (le produit tensoriel étant pris sur Z). Il revient au méme de dire que A

contient un sous-groupe X tel que A = Y, s.X, la somme étant directe. Tout G-module
s €6

est quotient d’un module induit. De fagon plus précise, soit A un G-module, et soit A,
le groupe abélien sous-jacent 4 A; formons le G-module induit A ®A,. Tout élément
de A® A, est somme d’éléments de la forme s®x, xe A, seG, et en appliquant
un tel élément sur s.xe A, on définit un homomorphisme

x: AB®A, > A

11 est clair que = est un G-homomorphisme surjectif; de plus, si ’on pose ¢(a} = 1 ®aq,
on a mo g =1 {mais, bien entendu, v n’est pas un G-homomorphisme si A > 0)
On a ainsi une fagon canonique d’écrire un G-module comme quotient d’un G-module
induit. Si = identifie A A un facteur direct de A®A, (comme G-module), on dit
que A est relativement projectif (c’est ce que Cartan-Eilenberg appellent « faiblement »
projectif dans [13], Chap. X, § 8 — ce sont les modules (A, Z)-projectifs dans la
théorie relative de Hochschild [35]). Les modules relativement projectifs peuvent
aussi étre caractérisés comme les facteurs directs des modules induits.

Remarque. Si A et B sont deux G-modules, on peut munir A®B d’une structure
de G-module grice a la formule :

5.{a®b) = s5.a®s.b.

\

En particulier, A® A est muni d’une telle structure de G-module. Le G-module
obtenu est isomorphe 3 A®A, : en effet, on vérifie facilement que s®2 - s5®s.4a
se prolonge en un G-isomorphisme de A®A, sur A®@A. Dans la suite, cela nous
permettra d’écrire & volonté A@A ou A®A,,.

Dualement, un G-module A sera dit co-induit s'il est de la forme Homa(A, X),
ou X est un groupe abélien. On montre comme ci-dessus que tout G-module A se
plonge canoniquement dans le G-module co-induit Homg(A, A,). Les facteurs
directs de modules co-induits seront appelés relativement injectifs (ce sout les modules
« faiblement » injectifs de Cartan-Eilenberg, loc. cit.). Lorsque G est fini, on voit
tout de suite que Homy(A, X) est isomorphe 4 A®;X, de sorte que les notions
de modules induits et co-induits coincident; il en est de mémne des notions de modules
relativement injectifs et relativement projectifs (cf. [13], p. 233, prop. 1.1).

Exercice. Soit k un anneau commutaiif. Dans la définition des G-modules, remplacer le groupe
abélien A par un k-inodule, et Z[G] par k[G]. Comment définir-on les modules induits e1
co-induiis dans ce cadre?
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§ 2. Cohomologie des groupes

Soit A un G-module, et soit A® le sous-groupe de A formé des éléments invariants
par G. Si f: A - B est un G-homomorphisme, f applique A® dans BS; on peut
donc parler du foncteur A®. C’est un foncteur additif exact & gauche : si 'on a une
suite exacte de G-modules

0>A—>A" > A"
la suite de groupes abéliens
0 —> A% > A'C 5 A

est encore exacte.

Les foncteurs dérivés droits du foncteur A€ sont, par définition, les groupes de
cohomologie de G A coefficients dans A; on les note HY(G, A), ¢ > 0. Rappelons
bri¢vement comment on peut les calculer :

Notons tout d’abord que A® peut étre identifié 4 Hom,(Z, A), le groupe Z
étant considéré comme un G-module 4 opérateurs triviaux (s.n = n pour tout s G).
On a donc H¢(G, A) = Ext?(Z, A), puisque les Ext? sont les foncteurs dérivés du
foncteur Hom = Hom,. Choisissons alors une résolution du G-module Z par des
G-modules projectifs, c’est-d-dire une suite exacte :

«->P>P > .- >P>Z >0

ot les P, sont projectifs (par exemple libres sur A). Si ’on pose K/ = Hom, (P, A),
les K! forment un complexe de cochaines K, et I’'on a :

HY(G, A) = Hy(K)

ce qui donne un procédé de calcul de ces groupes; nous donnerons au paragraphe
suivant une résolution libre explicite, la résolution « standard ». On doit considérer
les H?(G, A) non pas seulement comme une suite de foncteurs, mais comme un « fonc-
teur cohomologique » {cf. Grothendieck [26], n® 2.1); cela signifie que, pour chaque
suite exacte de G-modules

0>A->B->C—-0
et pour chaque entier ¢ > 0, on a un homomorphisme
8 : HY(G, C) — H(G, A)
tel que la suite (dite « suite exacte de cohomologie ») :
- - H¢(G, B) > H«(G, C) -i H+Y(G, A) - H™Y(G, B) —» ...

soit exacte; de plus les 3 dépendent « fonctoriellement » de la suite exacte donnée,
en un sens évident. On écrit souvent 4 au lieu de 3.
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Les propriétés suivantes caractérisent le foncteur cohomologique |HY(G, ), 3}:
(i} On a HY(G, A) = A°.
(ii) On a HYG, A) =0 s5i g > 1, et si A est injectif.

[C’est 12 une caractérisation générale des fonctewrs dérivés.]

On peut renforcer (ii) :

ProrosiTioN 1. S A est relativement injectif, on a HI(G, A) = 0 pour tout ¢ > 1.

Comme A est facteur direct d’un module co-induit, on est tout de suite ramené
au cas ol A lui-méme est co-induit, c’est-a-dire ou A = Homg(A, X), X étant
un groupe abélien. Si B est un A-module, on a alors Hom, (B, A) = Homy(B, X).
En appliquant cette formule au complexe introduit ci-dessus, on voit que

K' = Homy(P, X)

et H9(K) n’est donc pas autre chose que Ext{(Z, X), qui est évidemment nul pour
g>1.

COROLLAIRE. S§i 0 > A — A* > A’ — 0 est une suite exacte de G-modules, avec A*
co-induit, on a
He(G, A') = H+(G, A) pour g > 1.

Cela résulte de la suite exacte de cohomologie.
Le corollaire ci-dessus permet de « décaler » les groupes de cohomologie; on
peut par exemple prendre A* = Homg(A, A) cf. § 1.

§ 3. Calcul de la cohomologie au moyen de cochaines

On obtient une résolution libre de Z en prenant pour G-module P, le Z-module
libre L, ayant pour baseles systémes (g,, . .., g) dei + 1 éléments de G, et en faisant
opérer G sur L; par translations :

5.(8ar -0 &)= (S€o» 1> 581)-
L’homomorphisme d: L; — L,_; est défini par la formule
J=i

(*) d(gos ---:gl):g(_‘y(gm AR .Ej’ ---)g')
ol le symbole ” signifie que la lettre au-dessus duquel il se trouve doit étre omise.

L’homomorphisme L, —Z est défini par la condition d’appliquer chaque
(go) Sur 1 € Z. Le fait que la suite .-+ —L; - Ly, —Z — 0 ainsi obtenue soit exacte
est bien connu (un simplexe est acyclique).

Si I'on choisit les L; comme on vient de dire, un élément de K' = Hom, (L, A)
s’identifie & une fonction f(gy, ..., &) définie sur G X G x ... X G, A valeurs
dans A, et qui vérifie la condition de « covariance » :

f(:'goi N s.g,-) =-"-f(go: saey g.-)-
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Le cobord de fest défini par une formule, transposée de (*), qu’il est inutile d’expli-
citer.

Une cochaine covariante f est bien déterminée par sa restriction aux systémes
delaforme (1, g;, £18s, - - -, &1 - . - &) On est ainsi conduit A interpréter les éléments
de K’ comme des « cochaines non homogeénes », qui sont des fonctions f (g;, . . ., &)
de{ arguments, A valeurs dans A, et ot le cobord df est donné par la formule suivante :

**) df(gl’.l=.l. o Gue1) = &1-S (82 -5 Givn)

+;(— (81 s 88iv1s -+ Gir1) + (— V) (g .oy &)

Le groupe HY(G, A).
La formule (**) montre qu’un i-cocycle est une application f de G dans A véri-
fiant P'identité

fleg) =e.f(g) +/(2)-
On dit que f est un homomorphisme croisé. Un homomorphisme croisé est un cobord
s’il existe ze A tel que f(g) = g.4 —a pour tout geG.
Lorsque G opére trivialement sur A, on a donc HY(G, A) = Hom (G, A).

Le groupe H3(G, A).
Un 2-cocycle est une application f de G X G dans A vérifiant 'identité :

gf(¢5 &) —flags &) +f (8 &¢) —f(e &) = 0.

On dit que C’est un systéme de facteurs.

De telles fonctions se rencontrent dans la classification des extensions de G par A :

Soit E un groupe contenant A comme sous-groupe invariant, le quotient étant
G; le groupe G opére alors par automorphismes intérieurs sur A (on suppose A
commutatif, bien entendu), ce qui fournit un premier invariant de ’extension. Ces
opérateurs étant connus, soits : G — E une section (un « systtme de représentants ») ;
si g, &’ sont dans G, il est clair que s{g).s(g') et s(g.g’) sont dans la méme classe
modulo A, et il existe donc un élément f (g, g') de A tel que I’'on ait :

s(g)-s(g") =f(& &) -s(eg)-

Il est clair que la connaissance de f permet d’écrire la loi de composition de E;
en exprimant P'associativité de cette loi, on trouve, aprés un petit calcul, que f est
un systéme de facteurs. Changer s modifie f par un cobord, et 'on peut construire
une extension correspondant 4 un systtme de facteurs donné. On en conclut (voir
les détails dans [13], Chap. XIV, § 4) que H%(G, A) est ensemble des classes d’extensions
de G par A (les opérations de G sur A étant fixées).

Exercice. Soit f une cochaine de degré n. On pose :

Tf(ey - 8) =& & F&Y .. ah).

Démontrer identité T(df) = (— 1)"1 d(Tf). En déduire que, si f est un cocycle, Tf est

un cocycle cohomologue & f (resp. — f) si deg (f) = 0,3 mod. 4 (resp. sideg (f) =1, 2
mod. 4). Vérifier directement ce résultat si deg (f) < 2.
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§ 4. Homologie

Soit A un G-module, et soit DA le sous-groupe de A engendré par les s.a — aq,
ac A, seG. Le quotient A/DA sera noté A;; c’est le plus grand module quotient
de A sur lequel G opére trivialement (alors que A% est le plus grand sous-module
jouissant de la méme propriété).

Le foncteur A, est additif, et exact & droite. Ses foncteurs dérivés gauches sont,
par définition, les groupes d’homologie de G A coefficients dans A, notés Hy(G, A).
Ils forment un « foncteur homologique ». On a Hy(G, A) = A, =Z®, A, et
H,(G, A) = Tor}(Z, A). Si {P} est une résolution projective de Z, les H (G, A)
s’identifient aux groupes d’homologie du complexe formé par.les P,®, A.

[Dans une formule du type B®&4 A, on considére B comme A-module & droite
en posant b.s = s~1.5.]

Le foncteur homologique {H,(G, ), 3} est caractérisé par les deux propriétés
suivantes :

(i) On 2 Hy(G, A) = A,.
(ii)) Ona Hy(G, A) = 0.si g > 1 et si A est projectif-

ProrosiTioN 2. Si A est relativement projectif, on @ Ho(G, A) = O pour tout ¢ > 1.

La démonstration est tout A fait analogue i celle de la prop. 1. En particulier,
un module induit 2 une homologie triviale, ce qui permet ici encore d’utiliser des
méthodes de « décalage ».

La résolution libre de Z donnée au § précédent permet aussi une description
explicite du complexe L®, A des L,®4 A, donc aussi des Hy(G, A). Le résultat est
le suivant : |

Un €lément x e L,® 5 A peut étre identifié 4 une fonction x(g,, . . ., g,), 4 valeurs
dans A, nulle pour presque tous les systémes (g;, . .., g,) (i. €. sauf pour un nombre
fini d’entre eux). Le bord d est donné par la formule suivante :

ax(gy, - - s Eg-1) = Z gix(g:81 - > 8e-1)
._q_‘

+ Z — ‘)"2 X(81 s L& &Y Lirw o &g-1)

=1

+ (— ‘)72 x(g1, G2 - Go-1 &)
geG

Lorsque A = Z, sur lequel le groupe G opére trivialement, on a H;(G, Z) = G/G’
(G’ désignant le groupe des commutateurs de G), cf. [13], p. 190. Comme cet
isomorphisme jouera un réle important dans la suite, nous allons rappeler briéve-
ment comment on le définit :

Soit A = Z[G] I'algébre de groupe de G, et soit = : A - Z Phomomorphisme
d’augmentation, c’est--dire I’homomorphisme qui applique ¥ nse A sur Y, eZ.
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Soit I; le noyau de =; c’est le sous-groupe de A engendré par les éléments 7, = s — 1,
pour s parcourant G. Si A est un G-module quelconque, on a par définition
Hy(G, A) = A/I A. Considérons alors la suite exacte :

0—>IG—>A—“>Z—>O.

N ®

On a Hy(G, I;) = I;/I%, et 'image de H(G, I;) dans Hy(G, A) est nulle. Comme
d’autre part A est libre, on a H,(G, A) = 0. La suite exacte d’homologie donne
alors un isomorphisme

d:H,(G, Z) - H(G, I;) =I./I%.

D’autre part, on vérifie tout de suite (cf. [13], loc. cit.) que s — i, définit par passage
au quotient un isomorphisme ¢ de G/G’ sur I;/I:. On peut donc identifier H,(G, Z)
et G/G' au moyen de I’isomorphisme §~1 o d, et c’est ce que nous ferons désormais.

§ 5. Changement de groupe

Soient G et G’ deux groupes, soit f: G' - G un homomorphisme, et soit A un
G-module. Si I'on pose :

s.a=f(5).a, seG', aeA,

on munit A d’une structure de G'-module, que I’on notera f*A (ou simplement
A si cela ne préte pas 4 confusion). Il est clair que A® est un sous-groupe de { f *A)¢".
Cela définit un morphisme du foncteur H*(G, A) dans le foncteur HY(G’, f*A);
comme les H7(G’, f*A) forment un foncteur cohomologique (par rapport A A),
la propriété universelle des foncteurs dérivés (cf. par exemple Grothendieck [26],
n% 2. 2, 2. 3) montre que le morphisme ci-dessus se prolonge en un morphisme du
foncteur cohomologique {HYG, ), 3} dans le foncteur cohomologique

[H(G', f* ), 84
En particﬁlier, on a pour chaque entier ¢ > 0, et pour chaque G-module A, un

homomorphisme

H(G, A) - HY(G', A)

noté le plus souvent f%.

Plus généralement, considérons un G’-module A’, et une application additive
g: A— A’ On dira que f et g sont compatibles lorsque g( f(s') .a) = ¢’.g(a) pour
s'eG’, ae A, ce qui revient 4 dire que g est un G'-homomorphisme de f*A dans A’.
L’application ¢ définit donc un homomorphisme

He(G', f*A) - H/(G', A’)

et en le composant avec 'homomorphisme obtenu ci-dessus, on obtient un homo-
morphisme

(/o &) : HY(G, A) > H(G', A')
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qui est dit associé au couple ( f; g); expression de cet homomorphisme au moyen
de cochaines standard est immédiate.

Exemples. 1) Si H est un sous-groupe de G, on peut prendre pour f Uinjection de H
dans G. On obtient ainsi des homomorphismes

H/(G, A) — Hs(H, A)
que nous appellerons homomorphismes de restriction, et que nous noterons Res.
2) Soit H un sous-groupe invariant de G. Le groupe A" est un G/H -module, et

les homomorphismes G — G/H, A¥ — A sont compatibles. On obtient ainsi des
homomorphismes

H(G/H, A") - H(G, A)
que nous appellerons homomorphismes d’inflation, et que nous noterons Inf.

On proctde de méme avec 'homologie. On a des homomorphismes
Hy(G', f*A) = Hy(G, A).

Lorsque H est un sous-groupe de G, et que I'on prend pour f I'injection de H
dans G, on obtient des homomorphismes

H,(H, A) - H,(G, A)
appelés homomorphismes de corestriction et notés Cor.

Revenons 4 la cohomologie. Considérons le cas ot G = G’, A = A’, 'appli-
cation f: G — G étant Pautomorphisme intérieur s —fst~, et g: A — A étant
a — t7'a. On vérifie tout de suite que ces deux applications sont compatibles, et
elles définissent donc par passage 4 la cohomologie des automorphismes q, des
H(G, A). En fait :

PropPoOSITION 3. Les automorphismes o, sont égaux & Didentité.

Les a; constituent un automorphisme du foncteur cohomologique {HY(G, ), §};
cet automorphisme est I'identité en dimension zéro, c’est clair. Il est donc P’identité
en toute dimension d’aprés un résultat général (cf. Cartan-Eilenberg [14], Chap. III,
ou Grothendieck [26], n° 2. 2).

[Démonstration directe. On raisonne par récurrence sur ¢, le cas ¢ = 0 étant trivial.
On plonge A dans un module co-induit A*; soit B = A*/A. On a le diagramme
commutatif :

H(G, B) —> Hr*1(G, A) — 0

o,
HY(G, B) —> He+1(G, A) — 0.
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Comme s est I'identité sur H?(G, B) d’aprés 'hypothése de récurrence, il en résulte
bien que c’est I'identité sur Ho+(G, A).]

Exercice. Soit H un sous-groupe de G, et soit B un H-module. Soit B¥ le groupe des applications
¢ de G dans B telles que ¢(hs) = hgp(s) pour tout ke H; montrer que B* = Homqn)(Z[G), B).
On fait de B* un G-module en posant (s¢)(g) = 9(gs). Soit 0 : B* —» B I’homomorphisme
défini par 6(¢) = $(1). Montrer que 0 est compatible avec I'mjection H - G, Montrer que
les homomorphismes

Ho(G, B*) - He(H, B)

associés A ce couple d’applications sont des isomorphismes.

[Noter que, si B est co-induit pour H, B* est co-induit pour G; en déduire que H?(G, B*) = 0
si ¢ > 1, et si B est co-induit. Conclure en remarquant que H7(G, B*) est un foncteur cohomo-
logique par rapport au H-module B.]

§ 6. Une suite exacte

Soit G un groupe, soit H un sous-groupe invariant de G, et soit A un G-module.
On a défini au § précédent les homomorphismes

Res : HY(G, A) - H*(H, A)
Inf : He(G/H, A%) > H(G, A).

ProrosiTiON 4. La suite ci-dessous est exacle :

0 — 1 g/H, AY T g, a) RS mm, a).

“Il est clair que Res o Inf = 0 (regarder sur les cochaines, par exemple). Il y a
donc deux choses 4 démontrer :

1. Exactitude en H(G/H, A®). Soit f: G/H — A" un cocycle équivalent 4 0 dans
HYG, A). Il existe ac A tel que f(s) = sa— a (par abus de langage on identifie
f avec I’application de G dans A constante sur les classes modulo H qui reléve f).
Mais f{s) ne dépend que de la classe de s modulo H, ce qui montre que
sa—a = sta —a pour tout {eH, C’est-a-dire que tz = a. Alors ae AY, et f est
cohomologue a4 0 dans HY(G/H, A").

2. Exactitude en HY(G, A). Soit f un cocycle G — A, supposons que la restriction de
f 4 H soit cohomologue a 0, i.e. qu'il existe ae A tel que f () = ta — a pour tout
te H. En retranchant de f'le cobord g(s) = sa — a, on se ramene au cas ot / (¢) = 0
pour ¢ e H. La formule f(st) = f(s) 4 sf (¢) ot Pon prend ¢ dans H, montre alors
que f est constante sur les classes modulo H. Appliquant 4 nouveau cette formule
avec cette fois seH, et tenant compte de ce que H est invariant, on voit que
f(st} = sf (), ce qui entraine que f(¢) est invariant par H. Donc fest un cocycle
de G/H A valeurs‘dans A¥, c.q.fd.
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La proposition suivante généralise la proposition 4 :

ProPOSITION 5. Soit g un entier > 1. Supposons que H!(H, A) = 0 pour
1IKi<g—1.
La sutte ci-dessous est alors exacte :

0 — Hy(G/H, A% ¥ HeG, A) RS mom, A).
(Dans P’étude du groupe de Brauer, nous aurons 4 appliquer cette proposition pour
¢ = 2; ’hypothése est alors que H(H, A) = 0.)

CororraRE. Inf : H(G/H, A") — H/(G, A) est un isomorphisme pour i < q— 1.

Démonstration de la proposition 5. On raisonne par récurrence sur ¢, le cas ¢ =1
n’étant autre que la proposition 4. Supposons donc g > 2. Soit B = Hom (Z[G], A)
le module co-induit associé canoniquement 2 A; un élément de 4 s’identifie 2 une
fonction g sur G a valeurs dans A, et'on a sp{t) = ¢(5). Siae A, on pose gu(t) = ¢.a;
on obtient ainsi un G-homomorphisme injectif de A dans B; si C=BJ/A, on ala
suite exacte de G-modules :

0 >A—->B->C-0.

Le module B est co-induit pour G; il I'est aussi pour H, car Z[G] est Z[H]-libre,
done s’écrit Z[H] ® M (M étant un groupe abélien), et B =Hom (Z[H], Hom (M, A)).
De plus comme H!(H, A) = 0, on a la suite exacte

! 0—-A" - B" - (C' >0

et B" = Hom (Z[G/H], A} est G/H-induit.
Considérons alors le \diagramme suivant :

0 —- H-!(G/H, C") — H*}(G, C) — H-1(H, C)

| | g

0 — He(G/H, A%) — He(G, A) —= Hi(H, A).

Ce diagramme est commutatif, cela se voit sans difficulté. Les fleches verticales
sont les cobords définis par les suites exactes écrites ci-dessus; comme B est co-induit
pour G et H, et que B¥ est co-induit pour G/H, ces cobords sont des isomorphismes.
Pour la méme raison, C vérifie '’hypothése de récurrence (avec ¢ — 1 au lieu de ¢).
La premiere ligne du diagramme est donc exacte, et il en est de méme de la deuxitme,
c.qfd.

Remargue. En appliquant la prop. 3, on peut montrer que G/H opere sur tous les
H'(H, A), ce qui fait que ’on peut parler des groupes H/(G/H, H(H, A)). La suite
exacte de la prop. 5 peut se prolonger en la suite exacte :

0 - H7(G/H, A") - H¥(G, A) - He(H, A)%™" - He+!(G[H, A") - H*1(G, A).
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Cela se voit, soit par décalage (mais c’est assez pénible), soit en appliquant la suite
spectrale des extensions de groupes (cf. [13], p. 351, ou [37]).

§ 7. Sous-groupes d’indice fini

Soit H un sous-groupe d’un groupe G et soit G un A-module. On a défini au § 5
des homomorphismes de restriction

Res : HY(G, A) — He(H, A).

Supposons maintenant que H soit un sous-groupe d’indice fini de G. On va définir des
homomeorphismes en sens inverse

Cor : He(H, A) — HY(G, A)

appelés homomorphismes de corestriction.
Commengons par le cas ¢ = 0. Si 2e A¥, et si seG, I'élément sa ne dépend
évidemment que 1a classe @ gauche de s mod. H; comme par hypothése G/H est fini,

on peut former la somme :
Nom(a) = Z sa,

sEG/H

que I'on appellera la norme de a. On vérifie tout de suite que N/,(a) est invariant
par G, et ’'on a ainsi défini un homomorphisme

Nom : HY(H, A) - H(G, A).

C’est la corestriction en dimension 0. On la prolonge de fagon unique en un homo-
morphisme du foncteur cohomologique {H'(H, f* ), 3| dans le foncteur cohomo-
logique jH?(G, ), 8]. Clest possible, car le premier foncteur est « effagable »
en dimension > 1, au sens de Grothendieck [26], n° 2. 2 (en effet, si A est co-induit
pour G, on sait qu'il est co-induit pour H, et I'on a bien H?(H, A) = 0 pour g >> 1).
On a donc bien défini

Cor : HY(H, A) -~ HY(G, A).
[Pour une définition plus explicite, voir Cartan-Eilenberg [13], p. 254, ainsi que
Eckmann [22].]

ProrostTioN 6. Si n = Card (G/H), on a. Cor o Res = n.
Pour g = 0, cela signifie que, si ae A%, on a N ,(a) = na, ce qui est clair. Le
cas général se ramene par décalage au cas ¢ = 0.

Passons maintenant 4 '’homologie. Si a€A, et si s et s’ sont dans la méme classe
2 gauche mod. H, les images de s~z et s'~'a dans A, coincident. L’expression

Nera(a) = Z s7'a

seG/H
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a donc un sens dans A,, et 'on obtient ainsi un homomorphisme

TA; > Ay

!

G/d
que nous appellerons la restriction, et que nous noterons Res. On le prolonge comme
ci-dessus en un homomorphisme du foncteur homologique | H (G, ), d! dans le
foncteur homologique [H,(H, f* ), 3|, homomorphisme noté encore Res. Ona
une proposition duale de la prop. 6.

Exercices. 1. Les hypothéses étant celles de la proposition 6, soit ¢ un entier tel que
He(H, A) = 0. Montrer que nx = 0 pour tout xe H?(G, A).

2. Soit G = PSL(2, Z) le groupe modulaire, €t soit A un G-module. Montrer que,
pour tout ¢ > 2, et tout xeH?(G, A), on a 6x = 0. (Appliquer I’exercice 1 en remarquant
que G contient un sous-groupe libre d’indice 6.)

3. Soit A un G-module, et soit A* = Homzu)(Z[G], A) le G-module défini en exercice au

§ 5. Si pe A*, montrer que s~13(s) ne dépend que de la classe de s mod. H. En supposant H

d’indice fini dans G, former la somme =(3) = ;Hr‘z;(s), et montrer qu'elle définit un
sEG]

G-homomorphisme = : A* - A, En déduire des homomorphismes H¢(G, A*) —~ H?(G, A),

et, en les combinant avec I'isomorphisme H¢(G, A*) = H7(H, A), montrer que I’on

obtient la corestriction.

§ 8. Le transfert

Soient encore G un groupe et H un sous-groupe d’indice fini de G. Appliquons les défini-
tions du § 7 au G-module Z (sur lequel G opere trivialement), et 2 entier ¢ = 1.
On obtient un homomorphisme

Res : H(G, Z) - H;(H, Z).
|
Or, on a vu au § 4 que H, (G, Z) s'identifie 3 G/G’, et de méme H,(H, Z) s’identifie
a H/H'. Il s’ensuit que Res s’identifie 4 un homomorphisme
' Ver : GG’ — H/H/,
appelé transfert (« Verlagerung » dans la terminologie allemande), et que nous nous
proposons d’expliciter.
Soit I; le noyau de Z[G] — Z. Par définition méme de Res, on a le diagramme
commutatif :
0
H,(G, Z) — Hy(G, L) = L/I3
Res| [~
d
H,(H, Z) — Ho(H, I;) = I /I L.
Comme d’autre part Z[H] se plonge dans Z[G] de fagon compatible avec les
opérations de H, on a le diagramme commutatif :

d
HI(H? Z) — IG/IHIG

i} !

i
H,(H, Z) —> I,/T3.
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Dans ces deux diagrammes, les opérations d sont injectives, puisque Z[H] et
Z[G] sont des modules induits. On peut donc les utiliser pour expliciter

Res : Hy(G, Z) - H,(H, Z).
Si I'on remplace H,(G, Z) par G/G’ et H,(H, Z) par H/H', on a le diagramme
commutatif suivant :
GG’ . 1t XN
Ver| 1,/1,1,
HH = I
Il n’y a plus maintenant qu’a calculer : soit & G; I'image de s dans I /I est
t, =5—1. Si les 5; forment un systtme de représentants des classes & droite mod. H,

N(i) est la classe de Zs5,(s — 1) mod. I];. Mais, pour chaque 7, il existe un indice
J{@), et un élément x,eH tels que :

55 = XSk
On peut donc écrire :
N(i,) = Zxspy — Bspn mod. L1,
= B(x — 1)$ip mod. II,
= X(x —1) mod. I, I,

Posons alors x = []x;. L’image de x dans I_/I I, est égale 2 la classe de $(x,—1).
Il en résulte que I'image de x dans H/H' est égale au transfert de I'image de s
dans G/G'. En changeant légérement les notations, ceci donne :

ProrosrTioN 7. Soit 6 : H\G — G un systéme de représentants de espace homogéne H\G
des classes & droite de G mod. H. Pour tout s G et t e H\G, soit x, , ’dlément de H défini
par la formule :

0(2).5s = x+.0(2.5).

Le transfert Ver : G/G' — H|H' est alors donné par passage au quotient & partir de ' appli-
cation 5 — II X1,

On retrouve bien la définition classique du transfert, cf. par exemple M. Hall[30],
p. 202.

On peut pousser davantage le calcul précédent :

Soit S le sous-groupe de G engendré par I’élément s, et faisons opérer S A droite
sur I’espace homogeéne H\G. Les orbites sont les doubles classes W e H\G/S. Dans
chaque double classe, choisissons un élément x, et soit f, ’ordre de 'orbite corres-
pondante (c’est-A-dire le plus petit entier fstrictement positif tel que x.s/=x mod. H).
I1 est clair que, lorsque x parcourt les représentants des doubles classes, les éléments
x, x.5, x.5%, ..., x.5/s71 forment un systtme de représentants de H\G.

Pour déterminer le transfert au moyen de ce systéme de représentants, il faut écrire
SERRE 9
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chaque produit x5¢.5s sous la forme y.t, avec yeH et ¢ représentant. Or x.s**!
est un représentant, sauf si ¢ = f; — 1, auquel cas, par définition de f;, on a

x.5/a=x mod. H.

Ainsi, dans le calcul de Ver (s), les seuls facteurs non nécessairement égaux a 1 sont
ceux qui correspondent aux produits x.sv1.5, et ceux-ci sont égaux i x.s= a1
D’olr :

ProPosITION 8. Soit x; un systéme de représentants des doubles classes HxS, et pour chague i,
$0it [ = fo; défini comme ci-dessus. On a alors : '

Ver (s) = [Ix,.s%t.x7* mod. H'.

Application (Artin [4]). Soit L/K une extension galoisienne, de groupe de Galois G,
et soit A un anneau de Dedekind de corps des fractions K, dont les corps résiduels
soient des corps finis. Si L,/K désigne la plus grande extension abélienne de K
contenue dans L, le symbole (a, L,/K) est défini pour tout idéal a de A non ramifié
dans L (cf. Chap. 1, § 8) ; c’est un élément de G/G’. D’autre part, soit K’ une extension
de K intermédiaire entre K et L, et soit L la plus grande extension abélienne de
K’ contenue dans L; si a’ désigne I'idéal engendré par a dans la fermeture intégrale
de A dans K, le symbole (a', L{/K’) est bien défini, et appartient 3 H/H', avec
H = G(L/K’). On a alors la formule :

Ver (1, LK) = (o', LK),

[Par linéarité, on peut supposer qite a = y est premier; on choisit alors  premier
dans L au-dessus de p, et ’'on pose s = (B, L/K); il est clair que (a, L,/K) n’est autre
que P'image canonique de s dans G/G’, et I'on est ramené 4 calculer Ver (s). Cela
se fait au moyen de la proposition 8, en remarquant que les doubles classes Hx,S
correspondent bijectivement aux idéaux premiers p} de K' au-dessus de p. Chaque
terme x;.5/t.x} n’est autre que (), Li/K’), d’aprés la proposition 22 du chapitre I.
On trouve bien

Ver (s)= 11 (¢}, Li/K') = (', L{/K')
puisque a’ = [Ty}, c.q.fd.]
Remarque. Si G a un nombre fini de générateurs, et si H = G’, on peut montrer que
le transfert Ver : G/G’ — H/H' est nul (cf. Artin-Tate [8], p. 189). Combiné avec

ce qui précede, et avec la loi de réciprocité d’Artin, ce résultat donne le « Haupti-
dealsatz », cf. Artin [4].

Exercice. Soit H un sous-groupe d’indice fini d’un groupe G, et soit 7 : H — C* une repré-
sentation linéaire de degré 1 de H. Soit s - M, la représentation linéaire de G induite par
(cf. Chap. VI, § 1). Montrer que ’on a :

det (My) = ¢(s) . ¢ (Ver(s)),

ou ¢(s) est la signature de la permutation de G/H définie par s.



ANNEXE

Cohomologie non abélienne

Soit G un groupe, et soit A un groupe sur lequel G opere & gauche. Jusqu’a présent,
nous n’avons considéré que le cas olt A est abélien. Nous allons maintenant aban-
donner cette hypothése et montrer que I’on peut encore définir H°( G, A) et HY(G, A)
et démontrer un « morceau » de suite exacte.

Nous écrirons A multiplicativement. On définit tout d’abord H(G, A) comme
le groupe AS des éléments de A invariants par G (i. e. s(a@) = a pour tout se G).
D’autre part, on appelle cocycle une application de G dans A notée g, telle que
a, = a,.5(a;); on dit que a, et b, sont cohomologues sil existe aeA tel que
b, = a=1l.a,.5(a) pour tout s de G. Cette relation est une relation d’équivalence
dans Pensemble des cocycles, et 'ensemble quotient, muni de la structure- définie
par la donnée de la classe d’équivalence du cocycle identique (c’est-A-dire d’une
structure « d’ensemble pointé »), sera appelé ensemble de cohomologie de G & valeurs
dans A et noté HY(G, A). Cette définition coincide bien dans le cas ol1 A est abélien
avec la définition habituelle, & ceci prés qu’on ne retient de la structure de groupe
de HY(G, A) que la donnée de I'élément unité (c’est-a-dire, pour parler savamment,
la structure d’ensemble pointé sous-jacente i la structure de groupe).

Les objets H*(G, A) et H!(G, A) sont des foncteursen A : Si f: A —B est un
homomorphisme de G-modules non abéliens, 1. e. un homomorphisme de groupes
qui commute aux opérations de G, on définit

fo : HY(G, A) > HY(G, B)
£, : H(G, A) - HY(G, B)

de la maniére suivante : f; est la restriction & A¢ de f; 'image de f, étant évidemment
composée d’invariants de B; si nous considérons maintenant un cocycle de A, on
obtient en le composant avec f un cocycle de B, et cette opération est compatible
avec les équivalences nécessaires; f, est un homomorphisme de groupes, f; envoie
la classe d’équivalence du cocycle unité de A sur son homologue dans B, c’est un
« morphisme d’ensembles pointés ».

On appelle noyau d’un morphisme d’ensembles pointés I'image inverse de
I’élément distingué de I'image. Cette définition permet aussitot de généraliser la
notion de suite exacte 4 des ensembles pointés.

. i . - .
Soit () 1 > A —~ B2 G~ une suite exacte de G-modules non abéliens,
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A étant invariant dans B. On définit un opérateur cobord 3 : H(G, C) — HI(G, A)
de la maniére suivante :

Soit ¢ € C°. Choisissons un b e B tel que pb = ¢. L’élément ¢ étant invariant par G,
et la suite (#) étant exacte, on a s(b) = b (mod. A) pour tout s € G. Ceci permet de
définir g, : G — A par a, = b~'s(b). Nous allons montrer successivenient que a,
est un cocycle de A, et que si I'on choisit un autre élément 4’ de B tel que pb =,
on remplace ce cocycle par un cocycle cohomologue, ce qui achévera de définir 3.

On a: ay = bt (b) = b~'s(b) s(b7U(6)) = a,.s(a).

Si pb' = pb = ¢, il existe e A tel que b’ = ba, et si on note a, le cocycle défini 2
Paide de ', on a:

a, = a~b~%s(b)s(a) = alas(a) qui est cohomologue 1 a,.

Remarquons que cet opérateur cobord coincide dans le cas abélien avec I’opé-
rateur cobord habituel.

Supposons maintenant A contenu dans le centre de B. On va définir A :
HY(G, C) - H%G, A), ce dernier étant 'ensemble pointé sous-jacent au groupe
H%*(G, A) défini 4 la manitre habituelle, A étant abélien. Soient donc ¢, un
cocycle de C et b, B tel que p(b.) = c.. On a comme précédemment b, = b,.s(b/)
(mod. A} pour tous 5, teG, ce qui permet de définir un élément a,,€A par
a,¢ = b,.5(b;).b;*. On se propose de montrer maintenant que a,, est un 2-cocycle
de A et que sa classe dans H%G, A) ne dépend ni du choix de ¢, dans sa classe
de cohomologie, ni du choix de b, dans p~1(c.), ce qui permettra de définir A par
passage aux quotients. .

Pour nontrer que g, est un 2-cocycle de A, on doit vérifier que :

(@) eu = Gutullr
soit, comme A est abél‘ien, a; 1, waants (2, = 1. Explicitons :
bsb‘(bl)—lbt—lbnf(blu)b;ulbshbu(bn)—lb:tl-f(al,u) == bllf(bl)_lf(blu)-”(bu)_lbs—ll-‘l(al,u)-

Mais s(a,.) = s(be)st(b.)s(bi') est dans le centre de B. La formule 4 démontrer
peut alors s’écrire

bys(be)~5(be)st(6.)5(ba)s(beu)st(bu) 105" = 1,

ce qui est évident.

D’autre part, si nous remplagons ¢, par un cocycle homologue ¢} = ¢~%,s(c), on
peut relever ¢ en b, = b'b.5(b) olt 5B est tel que pb = ¢. Montrons que a,, ne
change pas :

Ona:

al, = bis(bi)bit = b1b.5(b)s(b=1)s (b)) st (b)st(b)1b'h = b~la, b = a, ..

Si nous modifions le choix de b, nous le remplagons par 4, = ab, oit a,€A. Le
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cocycle a,, est alors remplacé par af, = a,b.5(a)bib;'ax* qui, A étant dans le centre
de B, s’écrit :
a, = as{a)ay'a,;

et c’est bien un cocycle cohomologue 4 a,,.
L’application A : HYG, C) — H%G, A) est donc définie,

. i .
ProrosiTION 1. Soit 1~ A — B—P— C—> 1 une suile exacte de G-modules non
commutatifs. La suite d’ensembles pointés ci-dessous est alors exacte :

1 = H(G, A) 2 BvG, B) 22 mr(G, ©) 2 HI(G, A) 2 HIG, B) & H(G, ).

ProrosiTION 2. Soit 1 — A — B — C — 1 une suite exacte de G-modules non commutatifs
A dtant dans le centre de B. La suite d’ensembles pointés ci-dessous est alors exacte :

L = HY(G, A) -2 (G, B) 22106, 0) L HY(G, A) L HI(G, B)
PG, o) 212G, A).

La démonstration consiste en une série de vérifications :
1. Exactitude en HY(G, A). Triviale.

2. Exactitude en H°(G, B). On a pg o iy = 1 par fonctorialité (ici, « 1 » désigne
P’application constante égale 4 1, et non I'application identique). Réciproquement,
si b €B® est annulé par p,, on a b e A nB® =i (A®).

3. Exactitude en H(G, C). Dire que ce G* est dans py(B°), c’est dire qu’on peut
le remonter dans B en un invariant. Dire que 3(¢) = 1, c’est également dire que B
peut se remonter en un invariant, d’apres la définition de 3.

4. Exactitude en H'(G, A). Soit a, un cocycle de A. La classe de a, est annulée par i,
s’il existe b €B tel que a, = 6~ 5(b). Ceci est en tout cas vrai si a, est dans I'image
de 3, par définition de cette dernitre. Inversement, si g, = 6~'s(4}), on a p(b) e C°,
et 3p(b) est la classe de a,.

5. Exactitude en HY(G, B). On a par fonctorialité p; o i; = 1. Réciproquement, il est
évident qu’un cocycle de B cohomologue & 1 « en projection dans C » est cohomo-
logue dans B a4 un cocycle de A.

6. Exactitude en H'(G, C) lorsque A est dans le centre de B. La définition montre que
A o p; = 1. Inversement, soit ¢, un cocycle de C appartenant au noyau de A; on
a ¢, = p(by), et le 2-cocycle a,; = b.s(6:)b; est cohomologue A zéro, c’est-a-dire de
la forme a.5(a)ay!; en remplagant b, par a;'b,, on se raméne au cas ol a,; = 1,
ce qui signifie que b, est un cocycle de B d’image ¢,, et achéve la démonstration.
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Remarques. 1. On peut, au moyen du groupe de Brauer, donner des exemples on
U'image de A n'est pas un sous-groupe de HE(G, A).

2. La proposition précédente donne une caractérisation du noyau de A, mais ne
permet pas de dire sous quelles conditions deux éléments de H!}(G, C) ont méme
image dans H2(G, A) cf. [113]. La situation est la méme en théorie des faisceaux, cf,
par exemple Grothendieck [27] et Frenkel [24]; il existe d’ailleurs une « algtbre
homologique non abélienne » qui englobe ces diverses théories, cf. Giraud [80].



CHAPITRE VIII

COHOMOLOGIE DES GROUPES FINIS

§ 1. Les groupes de cohomologie modifiés

Soit G un groupe fini. Dans I'algebre Z[G], I'élément Y, s sera appelé la norme,
. seG

et sera noté N. Pour tout G-module A, I’élément N définit un endomorphisme

N:A—->A

par la formule Na = Y, 5.a. Sil; désigne Pidéal d’augmentation de Z[G] (i.e. I'en-

sEG
semble des combinaisons linéaires des s — 1, s&G), on a évidemment

1,A c Ker(N) et Im(N) c AS,
Comme Hy(G, A) = A[I A et HYG, A) = AS, il s’ensuit que N définit par passage
au quotient un homomorphisme
N* : Hy(G, A) - H(G, A).
On posera :
A,(G,A) = Ker(N*), %G, A) = Coker(N*).
Autrement dit, en notant (A le noyau de N opérant dans A :

H,y(G, A) = ,A/lA
AY(G, A) = A%|NA.

PrOPOSITION 1. Si A est relativement projectif, ﬂo(G, A) et A%G, A) sont nuls.
* (Rappelons que « relativement projectif » est équivalent a « relativement
injectif », puisque G est fini.)
11 suffit de le démontrer pour A induit. Donnons la démonstration pour HO.
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Ona A= Z sX, X étant un sous-groupe de A, et la somme étant directe. Tout

acA s’écnt donc de fagon unique sous la forme a = ¥s5(x,}, x,e X. On voit tout
de suite que a est invariant par G si et sculement si tous les x, sont égaux, c’est-a-dire
si 'on peut écrire @ = Nx, avec xe X. On a donc A® = NA, d’oit A%(G, A) = 0.

Soit maintenant 0 - A - B - C — 0 une suite exacte de G-modules. On vérifie
aisément que le diagramme

H,(G, C) —> Hy(G, A) — Hy(G, B) — Hy(G, C) — 0

D

0 — HY(G, A) — H°(G, B) — H%(G, C) — HYG, A)

est commutatif (on a noté NX 'homomorphisme N* relatif 4 A, et de méme pour
B et Q).

On sait {cf. Cartan-Eilenberg [13], V. 10.1) qu'un tel diagramme définit
canoniquement un homomeorphisme

5 : Ker (N2) — Coker (N%).

[Rappelons la définition de cet homomorphisme : si ¢eKer(N§), on reléve
¢ en b e Hy(G, B); I'élément N}(b) provient d’un élément 2 e H(G, A), et I'image @
de a dans Coker(N}) est égale par définition A 3(¢). On vérifie qu’elle ne dépend
pas du choix de 5.]

Comme Ker (N§) = H,(G, C) et Coker(N}) = AY(G, A), on a ainsi défini
un homomorphisme

3 :A,(G, C) - AY(G, A).
|

De plus, d’aprés Cartan-Eilenberg (loc. cit.), le diagramme ci-dessus donne
naissance i une suite exacte :

. = H,(G, C) » Hy(G, A) - H,(G, B) - H,(G, C) 3 (G, A)
—HA%G, B) » %G, C) »HYG, A) -

On est ainsi conduit, avec Tate, 4 définir des groupes de cohomologie & exposanis
positifs ou négatifs au moyen des formules :

A%(G, A) = H*(G, A) sin>r
(G, A) = A®/NA

A-1(G, A) = A/IA

A-"(G, A) = Hia(G,A)  sina.

Ces groupes H" forment de fagon naturelle, on 'a vu, un foncteur cohomologique,
défini en toute dimension. On a de plus A*(G, A) = 0 pour tout = lorsque A est
relativement projectif (cf. prop. 1 pour » = 0, — 1, ainsi que le Chap. VII pour
les autres valeurs de z). Il s’ensuit que ce foncteur est effagable et coeffagable en toute
dimension, au sens de Grothendieck [26], n® 2. 2. De fagon précise :
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a) Tout G-module se plonge dans un G-module induit A*, et 'on a
A¢G, A) = H+}(G, A*/A)  pour tout geZ.
b) Tout G-module A est quotient d’'un G-module induit A, par un sous-
G-module A’ et I'on a :
AY(G, A) = A"+ (G, A’)  pour tout geZ.

On peut de plus choisir A* et A, de telle sorte que A soit facteur direct (comme
Z-module) dans A*, et A’ facteur direct dans A,, cf. Chap. VI, § 1.

Remarque. Les propriétés de « décalage » précédentes pourraient étre utilisées pour
donner une définition récurrente des groupes ﬂ"(G, A). Clest essentiellement le
point de vue de Chevalley [17].

§ 2. Restriction et corestriction

Soit H un sous-groupe du groupe fini G, et soit A un G-module. On a défini au
Chap. VII, § 5 les homomorphismes de restriction :

Res : HY(G, A) — He(H, A).

Pour g =0, cet homomorphisme n’est autre que I'injection canonique de A®
dans A¥; comme N, = Ng;y e N, on a N;AcNA, et par passage au quotient, on
obtient un homomorphisme

Res : A%(G, A) - Ho(H, A).

Passons maintenant aux A", avec # > 1. Tout d’abord, si 2 > 2, ona A= H, _,,
et ’on a défini au Chap. VII, § 7 'homomorphisme de restriction. Pour n =1, il
faut vérifier que cet homomorphisme passe au quotient, ce qui est immédiat. En
résumé, on a défini pour tout g Z un homomorphisme

Res : A9(G, A) - He(H, A).
La proposition suivante montre que cette définition est « raisonnable » :
ProrosiTioN 2. Les applications Res forment un morphisme de foncteurs cohomologiques.
(En d’autres termes, ces applications commutent avec le cobord.)

Soit 0 > A — B — C — 0 une suite exacte de G-modules. On doit vérifier
la commutativité du diagramme :

114(G, C) == He1(G, A)
Res Res
flo(H, C) - Ae+1(H, A).
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Lorsque ¢ > 0, cela résulte de la définition de Res donnée au Chap. VII, § 5;
lorsque ¢ < — 2, cela résulte du Chap. VII, § 7. Reste le cas ¢ = — 1, ou l'on
a AYG, C) = C/I.C, A}(G, A) = A®/NA, ... Explicitons le calcul dans ce
cas :
Soit ¢e C un représentant d’un élément ¢ e A-1(G, C). On reléve ¢ en seB,
et on prend Ng(b); c’est un élément de A, dont la classe mod. N A est égale 2
8(¢). La classe de Ng(b) mod. N A est donc égale & Res o 8(7). D’autre part Res (7)
est donné par la classe de Zsi, ol les 5 sont des représentants des classes 2
droite mod. H; on reléve cet élément en Zsb, et & o Res(C) est représenté par
N, (Zs:), ce qui est visiblement égal & N, (b), c.q.f.d.
Remarque. La proposition précédente montre que Res est Punigue foncteur cohomologique
qui coincide en degré O avec Uapplication de AS[N A dans A"|NGA induite par Uinjection
A¢ - AR,

On proctéde exactement de méme pour la corestriction

Cor : He(H, A) - H?(G, A).

En dimensions ¢ > 0, on la définit commme au Chap. VII, § 7, et en dimensions
¢ <—1, on la définit comme au Chap. VII, § 5. Le raisonnement de la proposition 2
se dualise et donne :

ProrosiTioN 3. Les applications Cor forment un morphisme de foncteurs cohomologiques.
Plus précisément, Cor est Uunigue foncteur cohomologique qui coincide en degré — 1

avec Uapplication de Al A dans  A[I A induite par Uinjection de y A dans  A.
En degré zéro, Cor est induite par I'application N, 1 A" — AS,

ProposrrioN 4. Si n = Card (G/H), on 2 Cor o Res = n.
Cela résulte de la prop. 6 du Chap. VII, et de la proposition analogue pour
I’homologie.

[Démonstration direcle : Si f, désigne la multiplication par n, le morphisme de
foncteurs cohomologiques Cor o Res — f. est nul en dimension 0 (vérification
triviale), donc partout.]

COROLLAIRE 1. Si g est ordre du groupe G, lous les groupes ﬁ"(G, A) sont annulés par g.
On applique la prop. 4 avec H = {1}, en remarquant que les FI7(H, A) sont
tous nuls.

CoROLLAIRE 2. Si A est un G-nodule de type fini sur Z, les ﬁ"(G, A) sont des groupes
Jenis.

En effet, la définition de ces groupes au moyen de cochaines (ou de chaines)
montre que ce sont des groupes de type fini; comme, d’aprés le corollaire 1, ce
sont des groupes de torsion, ce sont des groupes finis.
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§ 3. Cup-produits

Soient A et B deux G-modules, et soit A®B leur produit tensoriel (sur I’anneau Z,
comme toujours). On fait de A®B un G-module en posant :

5.(a®b) = 5.a@s.b

et en prolongeant par linéarité.
Ceci étant posé, on a :

ProposiTiON 5. Soit G un groupe fini. Il existe une famille ot une seule d’homomorphismes
A7(G, A)®HA(G, B) -~ Ar+9(G, A®B)

notés (a, b) — a.b, qui sont définis pour tout couple d’entiers (p, q) et tout couple de G-modules

A, B, et qui vérifient les quatre propriétés suivantes :

(i) Ces homomorphismes sont des morphismes de foncteurs, lorsqu’on considére les deux membres
comme des bifoncteurs covariants en (A, B).

(if) Pour p = g = 0, le cup-produit a.b s’obtient par passage au quotient & partir de I'appli-
cation fvidente A°®B° — (A®B)C.
(iii) 85 0 > A - A’ > A" — 0 est une suite exacte de G-modules et si la suite

0—>A®B—>A'@B—>A"®B -0

est exacte, on a pour ltous & e HP(G, A") ot b<H9(G, B) :
(3a").b = 3(a".b)

od les deux membres sont des dléments de FlP+1+1(G, A®B).
(iv) 8i 0 - B — B' — B — 0 st une suite exacte de G-modules et si la suite

0->A®B >A®B -~ A®B" -0
est aussi exacle, on a, pour tous aeﬂP(G, A) et b'eﬂ"(G, B") :

a.(84") = (— 1)"8(a.b")

o les dewx membres sont dens HP+1+1(G, A®B),

Les propriétés (iii) et (iv) permettent d’utiliser la méthode de « décalage »;
Punicité du produit en résulte. Quant A P'existence, elle se démontre en définissant
un produit sur les cochaines (ou plus précisément sur une « résolution compléte ») :
voir Cartan-Eilenberg [13], Chap. XII.

Nous renvoyons également 4 Cartan-Eilenberg pour les nombreuses formules
relatives au cup-produit (en particulier celles qui font intervenir Res et Cor). Nous
mentionnerons seulement les deux suivantes (immédiates par décalage);

(v) On a (a.b).c = a.(b.c) modulo Uidentification de (A®B)®C ¢ de A® (BOC).
(vi) On aa.b = (— 1)¥m@- 40 g modulo Pidentification de A®B avec BOA.
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On a quelquefois 4 considérer un autre type de cup-produit (qui se déduit
d’ailleurs du précédent) :

Soient A, B, C trois G-modules, et soit ¢ : A X B — C une application Z-bili-
néaire invariante par G, ’est-3-dire telle que (5.4, 5.b) = 5.0(a, b) pour s G, aeA,
be B. L'application ¢ définit un G-homomorphisme

é: A®B - C.

Si ae A7(G, A), b= HY(G, B), on a a.b e A*+¢(G, A®B), et on peut prendre
I'image de 2.5 par ¢. Cest un élément de H?+7(G, C), que Ion appellera encore
le cup-produit de a et b relativement & o, et que ’on notera 2..b (ou méme a.b, lorsqu’il
n'y aura pas d’ambiguité sur g).

§ 4. Cohomologie des groupes cycliques finis. Quotient de Herbrand

Soit G un groupe cyclique d’ordre fini », et faisons choix d’un génératenr s de G. Dans
I'algébre Z[G], considérons les deux éléments suivants : '

i=n—1

N=Di= X ¢

1€G =0
D=s—1.

Soit K le complexe de cochaines défini de la fagon suivante :

K! = Z[G] pour tout ;
d: K' - Ki+1 est 1a multiplication par D (resp. par N) si i est pair (resp.
impair).

Pour tout G-module A, posons K(A) = K®;zcA. On a:

d: K'(A) — Ki+1(A) est la multiplication par D (resp. par N) si i est pair

(K/(A) = A pour tout ;
3 (resp. impair).

Si 0 - A — B — C — 0 est une suite exacte de G-modules, on a la suite exacte de
complexes :

0 - K(A) - K(B) - K(C) -0
d’olt une suite exacte de cohomologie, et en particulier un opérateur cobord 3.
ProposITION 6. Le foncteur cohomologique \H7(K{ )), 8| est isomorphe au foncteur
H(G, ), 3

Il est tout d’abord clair que (G, A) = HY(K(A)), H-Y(G, A) = H(K(A)),
et que l'opérateur cobord 3 reliant H° 4 H-! est le méme. Il en résulte que

He(K(A)) = 0
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pour ¢ = 0,1 lorsque A est relativement projectif, donc pour toute valeur de ¢
(car les H?(K(A)) ne dépendent visiblement que de la parité de g). Ceci suffit 2

assurer que le foncteur {HY(K( )}), 3} est isomorphe au foncteur |Hv(G, ), 8.
CoRoLLAIRE. Les groupes H9(G, A) ne dépendent que de la parité de q.
(En d’autres termes, la coliomologie d’un groupe cyclique est périodique de
période 2.)
De fagon explicite, on a :
A¢(G, A) = Ker(D)/Im(N) = A/NA  pour ¢=0 mod. 2
H¢(G, A) = Ker(N)/Im(D) = ,A/DA  pour ¢=1 mod. 2.
Remarque. Les isomorphismes ci-dessus dépendent du choix du génératenr s (car Iopé-

rateur cobord du complexe K en dépend). On peut aussi mettre ce fait en évidence
de la maniére suivante : le choix de s définit un caractére 4, : G — QJZ tel que

¥s($) = —3;, et le cobord de la suite exacte :

0+Z->Q—>QZ >0
transforme y, en un élément 8, = &y, de H¥(G, Z). Les isomorphismes de périodicité
définis ci-dessus :

A9(G, A) - Ar+¥(G, A)
sont donnés par le cup-produit avec 8, : cela résulte, par exemple, des formules de cup-
produit données dans Cartan-Eilenberg [13], p. 252. En particulier, ’isomorphisme

A°NA — H%*(G, A) fzit correspondre 4 a ’élément a. 6,; on voit bien ainsi que cet
isomorphisme dépend du choix de s.

Nous allous maintenant changer légérement la définition du complexe K(A) :
nous le considérerons comme gradué par les entiers mod. 2. Nous écrirons HP(A) et
HY(A) au lieu de HY(K(A)) et HY(K(A)); on a HY(A) = A,/NA, HY(A) = ,A[DA.
Si

0 -A—->B->C-0

est une suite exacte de G-modules, la suite exacte de cohomologie s’écrit sous forme
d’hexagone exact :

Ho(A) — HO(B)
H1(C) H°(C).
H!(B) < H‘(A)/

Supposons alors que H°(A) et H(A) soient des groupes fints, et soient ky(A) et
ky(A) leurs ordres. Le quotient

h(A) = ho(A)[hy(A)

est appelé le quotient de Herbrand de A. Vu ce qui précéde, c’est le quotient des ordres
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des groupes de cohomologie du complexe K(A}; il est donc analogue a4 une
caractéristique d’Euler-Poincaré.

[On peut préciser cette analogie en se plagant dans le cadre des catégories
abéliennes. On suppose que A parcourt les G-objets d’une catégorie abélienne €,
et 'on se donne une sous-catégorie  de €; si 'on suppose que H°(A) et HI(A)
appartiennent i 9, on définit 2(A) comme H°(A) — H!(A), cette différence ayant
un sens dans le groupe de Grothendieck K(D) associé 4 D. Ici, D est la catégorie des
groupes abéliens finis, et K(®) est le groupe multiplicatif des nombres rationnels
> 0, cf. Chap. I, § 5. On pourrait évidemment considérer d’autres catégories, par
exemple celle des espaces vectoriels de dimension finie, celle des groupes quasi-
algébriques, etc.]

PropostrioN 7. Soit 0 -+ A — B — C — 0 une suite exacte de G-modules et supposons
que deux des trois quotients de Herbrand h(A), h(B), k(C) sont définis. Le troisiéme Uest
alors aussi, et Pon a : '

k(B) = R(A).k(C).

Cela résulte immédiatement de I'hexagone exact écrit ci-dessus. (De fagon
générale, lorsque des groupes finis A, . .., A;, forment un 2n-gone exact, le produit
alterné de leurs ordres est égal 4 1.)

[On pourrait aussi invoquer « P’additivité » des caractéristiques d’Euler-Poin-
caré.]

ProrosiTioN 8, Si A est un G-module fini, on a h(A) = 1.

La suite exacte :
4

0—>A®* >A—>A—A,—0

montre tout d’abord que. A® et A; ont méme nombre d’éléments. La suite exacte :

0 — H!(A) —-—»AG—N*AG——-) H°(A) — 0

montre ensuite que H!(A) et H'(A) ont méme nombre d’éléments, c.q.fd.

[On peut aussi dire que la caractéristique d’Euler-Poincaré de K(A) est définie,
et évidemment égale A 1; comme la caractéristique d’Euler-Poincaré est invariante
par passage 4 la cohomologie, on en déduit bien i(A) = 1.]

COROLLAIRE. Soient A et B deux G-modules, et soit [ : A — B un G-homomorphisme dont
le noyau et le conoyau sont finis. Alors A et B ont méme quotient de Herbrand (de facon plus
correcte, si k(A) est défini, 2(B) Iest aussi et est égal & A(A), et de méme si 4(B)
est défini).

Cela résulte des propositions 7 et 8.

Exercice. Etendre la définition du quotient de Herbrand et les propositions 7 et 8 aux groupes
finis 4 cohomologie périodique (cf. Cartan-Eilenberg [13], Chap. XII, § 11).
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§ 5. Quotient de Herbrand dans le cas cyclique d’ordre premier

Soit G un groupe cyclique d’ordre premier p, et soit A un groupe abélien; si 'on
fait opérer trivialement G sur A, on a :

HY(G, A) = ,A (sous-groupe de A formé des éléments ¢ tels-que pa = 0)
H2(G, A) = A, = AJpA.

Si les groupes ,A et A, sont finis, on peut définir le « quotient de Herbrand
trivial » de A, noté 9(A), qui est le quotient de Pordre de A, par celui de A,
La proposition suivante, due i Tate, généralise un théoréme de Chevalley ([17],
th. 10.3):

ProrosiTION 9. Soit A un G-module tel que ¢(A) soit défini (autrement dit, le noyau et
le congyau de p : A — A sont finis). Alors o(A®), o(A,) et h(A) sont définis, et Pon a :

hAY~! = o(A%)PJg(A) = 9(Ac)?[o(A).

La démonstration de Tate repose sur le fait que Z[G]/(N) est isomorphe a I’anneau
des entiers du corps des racines p-itmes de I'unité, et que, dans cet anneau, I'idéal
engendré par p est la puissance (p — 1)-itme de I'idéal engendré par D. Cette
démonstration est reproduite dans Artin-Tate [8]. Nous allons donner ci-dessous
une autre démonstration, nettement plus longue, mais qui a ’avantage d’élucider
en méme temps la structure des G-modules A tels que ¢(A) soit défini.

LemMmEe 1. Soit 0 > A’ > A —> A" — 0 une suite exacte de G-modules tels que o(A’)
et g(A") soient définis. Si la prop. g est vraie pour A’ et A”, elle Uest pour A.
Il est clair que ¢(A) et A(A) sont définis, et que I'on a p(A) = ¢(A’).9(A")
et h(A) = h(A'}.h(A"). On a en outre la suite exacte :
0 +A'® - A% 5 A’ » HY(G, A) >,
et comme H!(A') est fini (puisque A(A’) est défini), ceci donne :
0>A% >A% >A" >N 0,

o N est un groupe fini.

On en conclut que ¢(A®) = ¢(A’%).p(A"®), d’olr aussitot le lemme, par multi-
plication. (On raisonne de méme pour A..)

Lemme 2. Soit A un. G-module tel que 3(A) soit défini. Il existe alors une suite exacte
0+>A">A>A">0

de G-modules, od A’ est un groupe abélien de type fini, et A" vérific A" = pA”; de plus ¢(A’)

et g(A") sont définis.

Par hypothése, A/pA est fini. Il existe donc un sous-groupe de type fini de A
qui s’applique sur A/pA; quitte A remplacer ce sous-groupe par la somme de ses
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transformés par les éléments de G, on peut le supposer stable par G. Désignons-le
alors par A’, et posons A" = AJA'. On a la suite exacte :

0—>,A" > A A" > A, >A, > A, 0.

Par construction, A} —» A, est surjectif; donc A}, = 0, i.e. A" = pA”; de plus, puisque
A’ est de type fini sur Z, ,A’ et A}, sont finis, i.e. ¢(A’) est défini; il est évident que
¢(A") est défini.

Les lemmes 1 et 2 permettent de se borner au cas ol A est, ou bien de type
fini, ou bien divisible par p.

a) Cas ot A est un groupe abélien de type fini,

Remarquons d’abord que, si A et A’ sont deux G-modules de type fini, tels
que A®;Q et A’®;Q soient G-isomorphes, on a Ah(A) = k(A’), 5(A) = 9(A"),
2(A®) = p(A’¢) et o(A;) = 3(A§) : cela résulte en effet du corollaire 4 la prop. 8.
Cela permet de se ramener au cas ot Aq = A®;Q est une représentation linéaire
simple de Q[G]. Mais Palgeébre Q[G] est produit de Q par le corps K des racines
p-itmes de Punité (on définit immédiatement un homomorphisme Q[G] — @ x K,
et un raisonnement de dimension montre que ¢’est un isomorphisme — bien entendu,
il faut utiliser le fait que [K: Q) = p — 1, cf. Chap. IV, § 4). Il y a donc deux
représentations simples de Q[G] & considérer :

a1) La représentation triviale de degré 1.
Dans ce cas, on peut prendre pour A’ le groupe Z sur lequel G opére trivialement.
On a h(A) = ¢(A) = 9(AS), et la formule de la prop. g est bien vérifiée.

!
a2) La représentation de degré p—1 donnée par K.

On peut prendre pour A’ le quotient de Z[G] par Z. Comme k(Z[G]) = 1,
on a k(A) = p~!; on voit tout de suite que 3(A) = p, p(A%) = ¢(A;) =1, dott la
formule cherchée.

b) Cas ot A est divisible par p.
Soit A’ le sous-groupe de A formé des ae A tels qu'il existe » avec pa =0.
Dans A" = A/A’ la multiplication par p est bijective, et il s’ensuit que

HY(G, A") =0

pour tout ¢ 3> 1; en particulier, on a A(A") = 1, (A"®) = 1, et p(A") = 1. On est
ainsi ramené 4 A’, c’est-d-dire au cas ou tout élément de A est annulé par une
puissance convenable de p (A étant toujours divisible par p, et A fini).

On pourrait alors déterminer la structure de A, par un raisonnement semblable
A celui de 2). On peut aussi, et c’est plus rapide, utiliser la dualité de Pontrjagin :
elle transforme A en un groupe compact A, qui est un module libre de type fini sur
Panneau Z, des entiers p-adiques, et sur lequel opére G. On vérifie tout de suite
que k(A) = h(A)~1, 5(A) = o(A)-1, 2(A®) = o(As)~Y. On est donc ramené &
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démontrer la formule pour A, ce qui se fait comme dans le cas z), 'anneau Z,
remplagant ’anneau Z [on sait en effet (cf. Chap. IV, § 4) que le corps obtenu en
adjoignant A Q, une racine primitive p-i¥me de 'unité est de degré p — 1, et la classi-
fication des représentations simples de G sur @, est donc la méme que sur Q.]

. D
Remarques. 1) La suite exacte 0 —» A® — A—> A —> A; —> 0 montre direc-
tement que p(A°%) = ¢(Ag).

2) Le raisonnement fait plus haut montre que tout G-module A tel que ¢(A) soit
défini admet une suite de composition dont les facteurs sont de I'un des six types
suivants :

i) un groupe fini,

ii) un groupe ol la multiplication par p est bijective,

iii) le groupe Z sur lequel G opére trivialement,

iv) le groupe A = Z[G]/Z,

v) le groupe T = Q,(Z, sur lequel G opére trivialement,

vi) le groupe T®;z A sur lequel G opére comme sur A.

Exercices. 1. Comment faut-il modifier la prop. g lorsque G est un groupe cyclique d’ordre une
puissance de p?

2. Soient G, et G, deux groupes cycliques d’ordre premier p, et soit G = G; X G,. Soit A
un G-module tel que A et A, soient finis. On note k1(A) le quotient de Herbrand de A par
rapport 4 G,, et de méme pour 4%(A). En utilisant la proposition 9, démontrer la formule
suivante (qui se réduit A la prop. 9 lorsque I'un des deux groupes opére trivialement) :

KUAS)PRY(A) = KH(ASY).AL(A).

SERRE 10



CHAPITRE IX

LES THEOREMES DE TATE
ET DE NAKAYAMA

§ 1. p-groupes

Soit p un nombre premier. On sait qu'un groupe fini G est appelé un p-groupe si
son ordre Card (G) est une puissance de p.

LemMe 1. Soit G un p-groupe opérant sur un ensemble fini E, et s0it EC Uensemble des élé-
ments de E invariants par G. On a alors :

Card (E®) = Card (E) mod. p.

En effet, E — E¢ est réunion d’orbites disjointes Gx non réduites 4 un point,
et on a évidemment Card (Gx) =0 mod. p.
LEMME 2. Siun p—grouﬁe opére sur un p-groupe non réduit & Uélément neutre, alors les points
fixes forment un sous-groupe non réduit & Uélément neutre.

En effet, le nombrede ces points fixes est divisible par p, d’aprés le lemme 1.

THEOREME 1. Le centre d’un p-groupe non réduit & Pélément neutre n'est pas réduit & I élément
neulre.

Cela résulte du lemme précédent, en faisant opérer le groupe sur lui-méme
par automorphismes intérieurs.

CoroLLAIRE. Ur groupe G d’ordre p* admet une suite de composition
S = GueGuoie -+ G, =G

ou les G; sont invariants dans G, et o les Gi|Gya sont cycliques d’ordre p.
Cela résulte du th. 1, par récurrence sur 2.

TrEOREME 2. Soit G un p-groupe. Toule représentation lintaire non nulle de G sur un corps
de caractéristique p contient la représentation unité.

Soit E Pespace de la représentation. Soit x un élément non nul de E, et soit H
le sous-groupe de E engendré par les s.x, s € G; c’est un espace vectoriel de dimen-



§ 2 LES THEOREMES DE TATE ET DE NAKAYAMA 147

sion finie sur le corps premier F,. En appliquant 3 H le lemnie 2, on voit qu’il
existe yeH, y % 0, tel que 5.y =, c.q.fd

CoroLLaIR™. Soit G un p-groupe, et soit k un corps de caractéristique p. Le noyau 1 de
Uhomomorphisme d’augmentation k[GY — k est le radical de k[G), et C'est un idéal nilpotent.
En effet, le radical r de i[G] est I'intersection des noyaux des représentations
irréductibles de £[G] (ou de G, c’est la méme chose), et le théoréme 2 montre que
G n’a qu'une scule représentation irréductible, la représentation unité; on a donc
r = I;. Comme k[G] est une k-algtbre de dimension finie, on sait que son radical
est nilpotent (cf. Bourbaki, 4lg., Chap. VIII, § 6, th. 3); donc I; est nilpotent.

§ 2. Groupes de Sylow

TrEOREME § (Sylow). Soit G un groupe fini d*ordre n = prq, avec p premier et (p, q) = 1.
Alors G contient des sous-groupes d’ordre p™ (appelés sous-groupes de Sylow de G), ces
sous-groupes sont conjugués, et tout p-groupe conlenu dans G est contenu dans l'un d’eux.

Démonstration (d’aprés Miller et Wielandt). Soit E I'ensemble des parties X de G
ayant pm éléments. Le groupe G opére sur E par translations. On a

Card (E) = (;ﬂ>

Lemue 3. §i n = pmg, avec (p, ¢) =1, on a (;M>Eq mod. .

En effet, soient X et Y deux indéterminées sur un corps de caractéristique p.
On a:

(X L Y)' = (X £+ Y)P = (X" + Y = XP™ 4 g Xe"e-bYe™ L ... 4 YP™,

et en comparant avec le développement de (X + Y)", on obtient bien la congruence
cherchée. .
Revenons a la démonstration du théoréme de Sylow. Le lemme 3 montre que
Card (E) == 0 mod. p. Il s’ensuit que, pour au moins un XeE, Porbite G.X de X
est telle que (Card G.X) 5= 0 mod. p. Si H désigne ’ensemble des se G tels que
5s.X =X, G.X est équipotent 4 G/H, d’olr Card (G/H) = 0 mod. p, ce qui signifie
que p™ divise Pordre-de H. Mais d’autre part, si xe X, on a HcX.x}, d'olx

Card (H) < Card (X) = p™.

On a donc Card (H) = p™, ce qui démontre Pexistence des sous-groupes de Sylow.

Soit maintenant H' un p-groupe contenu dans G, et faisons opérer H' sur I'espace
homogeéne G/H, ot H cst un p-groupe de Sylow de G. Ona Card (G/H) = ¢==0
mod. p. Le lemme 1, appliqué & G/H, montre alors que Pensemble des points de
G/H invariants par H' est non vide, ce qui signifie que H’ cst contenu dans un
conjugué de H. Si en outre Card (H') = g™, H' est donc ¢égal 4 un conjugué de H,
ce qui achéve la démonstration.
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Les propriétés « fonctorielles » suivantes des groupes de Sylow résultent immé-
diatement du théoréme 3 :
a) Si G’ est un sous-groupe de G, tout p-groupe de Sylow de G’ est I'intersection
avec G’ d’un p-groupe de Sylow de G.
b) Si G’ est un quotient de G, les p-groupes de Sylow de G’ sont les images des
p-groupes de Sylow de G.

Les groupes de Sylow interviennent en cohomologie 4 cause du théoréme suivant :

THEOREME 4. Soit G un groupe fini, soit p un nombre premier, et soit G, un p-groupe de
Sylow de G. Pour tout G-module A, et pour lout neZ, I’ homomorphisme

Res : AYG, A) - A*G,, A)
est injectif sur la composante p-primaire de PI"(G, A).

Soit xeHA"(G, A) tel que Res(x) = 0. Si ¢ = Card(G/G,), on 2
g.x =CoroRes (x) =0 (Chap. VIII, prop. 4).

D’autre part, si x appartient & la composante p-primaire de H*(G, A), il existe un
entier q tel que p*.x = 0. Comme (g, $*) = 1, on en déduit bien x = 0.

CoROLLAIRE. Soient G un groupe fini, A un G-module, n un enbier. Supposons que, pour tout
nombre premier p, on ait ¥ (G,, A) = 0, G, désignant un p-groupe de Sylow de G. Alors
A~G, A) =0. \

En effet, toutes les composantes primaires du groupe de torsion H*(G, A) sont
nulles.

Remarque. On trouvera dans Cartan-Eilenberg ([13], Chap. XII, th. 10. 1) une
caractérisation de Pimage de Res:HA"G, A) - HG,, A).

Exercice. Les notations étant celles de la démonstration du th. 3, soit d le nombre des p-groupes
de Sylow de G. Montrer que le nombre des translatés de ces sous-groupes est égal A dg. En
comparant avec le nombre d’éléments de E montrer que 4= 1 mod. .

§ 3. Modules induits et modules cohomologiquement triviaux

Soit G un groupe fini, et soit A un G-module. On dit que A est cohomologiquement
trivial si, pour tout sous-groupe H de G, et pour tout zeZ, on a H*(H, A) = 0.

Exemples. Tout module induit est cohomologiquement trivial; en effet un tel module
est induit pour tout sous-groupe H de G, et ’on sait (Chap. VIII, § 1) que cela
entraine la nullité¢ de sa cohomologie. Il en est de méme des modules relativement
projectifs, puisqu’ils sont facteurs directs de modules induits.



§ 4 LES THEOREMES DE TATE ET DE NAKAYAMA 149

A partir d’'un module induit A, on peut en fabriquer d’autres par le procédé
général suivant :

Soit € la catégorie des groupes abéliens, et soit T ; € X € — € un bifoncteur
additif, que nous supposerons bicovariant pour fixer les idées. Si A et B sont deux
G-modules, on définit une structure de G-module sur T(A, B) de la manitre sui-
vante : tout s € G définit un élément s, e Hom (A, A), et un élément s, e Hom (B, B),
donc un élément T(s,, 53) € Hom (T(A, B), T(A, B)) : c’est automorphisme de
T(A, B) associé a s.

Proposrrion 1. 87 A est induit (resp. relativement projectif), alors T(A, B) est induit
(resp. relativement projectif’), donc cohomologiquement trivial.

Quitte 4 passer A un facteur direct, on peut se borner au cas ou A est induit,
c’est-a-dire somme directe des s.A’, olt A’ est un sous-groupe. Le groupe T(A, B)
est alors somme directe des T'(s. A, B) ; mais T(s. A, B) = T(s. A’, s.B) = 5. T(A’, B).
Donc T(A, B) est induit, c.q.f.d.

CoROLLAIRE. Soient A ef B deux G-modules, lun d'eux élant relativement projectif. Les
G-modules ci-dessous sont relativement projectifs (donc cohomologiquement triviaux) :

A®B, Hom (A, B), Tor (A, B), Ext (A, B).

[Bien entendu, les foncteurs ®, Hom, ..., sont relatifs 4 'anneau Z des entiers.]

§ 4. Cohomologie d’un p-groupe

LemMmE 4. Soit G un p-groupe of soit A un G-module tel que pA = 0. Les trois conditions

ci-dessous sont équivalentes :

(i) A=0.

(i) HYG, A) =0.

(i) Hy(G, A) = 0.

Les implications (i) == (ii) et (i) =~ (iii) sont triviales. L’implication (ii)==- (i)

a déja été démontrée (théoréme 2). Montrons que (iii) =3 (i). Soit A’ = Hom (A, F,)

le dual de A, considéré comme Fy-espace vectoriel. On voit tout de suite que

HY(G, A’) est dual de Hy(G, A). On a donc H(G, A’) =0, dou A’ =0 et A = 0.
[Autre démonstration de (iii) = (i) : Soit ¢ I’idéal d’augmentation de F,[G].

La nullit¢ de Hy(G, A} signifie que A = rA. Mais r est nilpotent (cor. au th. 2).

Donc A = 0.]

LemMme 5. Les hypothises étant celles du lemme 4, supposons que Hy(G, A) = 0. Alors A
est un module libre sur Ualgébre A = F,[G].

Soit encore r I'idéal d’augmentation de A. On a AftA = Hy(G, A), c’est un
espace vectoriel sur F,. Soit 4 une base de cet espace et relevons-la en une famille
@ e A. Puisque les % engendrent AftA, les & engendrent A (appliquer le lemme 4
au quotient de A par le sous-A-module engendré par les a). On a ainsi défini un
G-homomorphisme surjectif L. — A, ou L est un A-module libre; par construction,
cet homomorphisme induit un isomorphisme de L/tL sur AfrA. Soit R son noyau.
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On 2 une suite exacte :
H,(G, A) = H(G, R) — Hy(G, L) — Hy(G, A).

Comme H,(G, A) =0 et que Hy(G, L) — Hy(G, A) est bijectif, on en déduit
que Hy(G, R) =0, d’ot R =0 (lemme 4), c.q.f.d.

Remarque, Les deux lemmes ci-dessus sont des cas particuliers de théorémes généraux
sur les « anneaux locaux non commutatifs », cf. Bourbaki, Alg. comm., Chap. 11, § 3.

TrEOREME 5. Soit G un p-groupe et soit A un G-module annulé par p. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) Il existe un entier q tel que B9(G, A) =0,
(ii) A est cohomologiquement trivial,

(ifi) A est un G-module induit,

(iv) A est un F,[Gl-module libre.

11 suffit évidemment de démontrer (i) ==~ (iv). Un procédé de « décalage »
déja utilisé plusieurs fois permet de construire un G-module B, annulé par p, avec
A~G, A) =A"%G, B). Si A%G, A) = 0, H,(G, B) = 0, donc, par le lemme 5,
B est A-libre. Ses groupes de cohomologie sont alors nuls, en particulier

H,(G, A) = H-%G, A) = H%G, B) =0,
et le lemme 5 permet de conclure.
THEOREME 6. Soit G un p-groupe et soit A un G-module sans p-lorsion. 1l y a équivalence
entre les conditions :
() HY(G, A) =0 pour deux dimensions consécutives,
(i1) A est cohomologiquement trivial,
(iii) Le F,[G)-module A[pA est libre.

Le G-module A n’ayant pas de p-torsion, on a la suite exacte :

0>AL A ApA 0.

Passant A la cohumologie, on obtient la suite exacte :

(G, A) 2 AY(G, A) ~ (G, AjpA) — A+ (G, A) £ A+1(G, A).

Si (G, A) = A™*!(G, A) = 0, cette suite montre que H(G, A/pA) =0, et
A/pA estlibre d’aprés le théoréme 5. Donc (i) =3~ (iii). Si (iii) est vérifiée, la méme
suite exacte montre que ’homothétie de rapport p est bijective dans tous les v (G, A);
comme cette homothétie est nilpotente, on a A?(G, A) = 0. Le méme raisonnement
s’applique 4 tout sous-groupe H de G, car A/pA est F,[H]-libre. Donc (iii) =3 (ii).
Enfin Pimplication (it) ==~ (i) est triviale.
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COROLLAIRE. S$0if A un G-module Z-libre vérifiant les conditions équivalentes du théoréme 6.
Pour tout G-module sans torsion B, le G-module N = Homg (A, B) est cohomologiquement
trivial.

Le module N est sans torsion. On va vérifier que N/pN est cohomologiquement
trivial, ce qui entrainera le résultat cherché en vertu des théorémes précédents. La
suite exacte :

0~BLB~BpB~0
donne la suite exacte :
0> N2 N> Hom (A, BjsB) - 0
d’oir un isomorphisme N/pN = Hom (A/pA, B/pB). Or AJpA est libre sur F,[G],

donc induit, et N/pN est cohomologiquement trivial d’aprés le corollaire 4 la propo-
sition 1.

Remarque. En fait, ce corollaire n’est qu’un lemme pour le théoréme 7. Une fois
ce théoréme démontré, on saura en effet que A est projectif, donc que N est relati-
vement projectif.

§ 5. Cohomologie d'un groupe fini

THEOREME 7. Soient G un groupe fini, A un G-module Z-libre, et G, les groupes de Sylow
de G. Il y a équivalence entre :
(i) Pour tout nombre premier p le G,-module A vérific les conditions équivalentes du théoréme 6,
(ii) A est Z[G]-projectif.

Il faut montrer que (i) entraine (ii). Ecrivons A comme quotient d’un Z[G]-

module libre L :
0 >N->L->A-0.

Le Z-module A étant libre, on en déduit la suite exacte :
(* 0 — Homjz (A, N) — Hom; (A, L) - Hom, (A, A) — 0.

D’aprés le corollaire au théoréme 6, (i) entraine que le G,-module Hom; (A, N)
a une cohomologie nulle en toute dimension, donc que H}(G, Homg(A, N)) =0
par le corollaire au théoréme 4.

La suite exacte de cohomologie de (*) montre alors que

Homg(A, L} -~ Homg(A, A)
est surjectif, donc que Papplication identique de A se prolonge en un G-homomor-

phisme de A dans L, c’est-a-dire que A est facteur direct de L comme G-module,
donc projectif.

Remarque. Soient P et P’ deux modules projectifs de type fini sur Z[G]; on dit
qu’ils sont équivalents s’il existe deux modules libres de type fini L et L’ tels que
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PaL soit isomorphe 4 P'@L’. Soit P(G) ’ensemble des classes d’équivalence de
Z[G]-modules projectifs de type fini {(pour la relation d’équivalence ci-dessus).
La loi de composition (P, P') — P@P’ fait de P(G) un groupe abélien, appelé
groupe des classes de G-modules projectifs. Lorsque G est cyclique d’ordre premier p,
Dock Sang Rim [51] 2 montré que P(G) est isomorphe au groupe des classes d’idéaux
du corps des racines p-itmes de 'unité; en particulier, on peut avoir P(G) % 0,
ce qui montre l'existence de G-modules projectifs qui ne sont pas libres, L’étude
de P(G) a été approfondie par Swan [62], qui 2 notamment montré que c’est un

groupe fini.

LemMmE 6. Soit 0 - X; -+ Xy — -+ — X, — 0 une suste exacte de G-modules. Si tous
les X,y sauf éventucllement Pun d’entre eux, sont cohomologiquement triviaux, alors ce dernier
Uest aussi.

Posons N; = Ker (X; > X;11), Ny =N,,; = 0. On ales » + 1 suites exactes :

(E) 0 +N;—>X; >Ny =0, 0gLin

Si X, est cohomologiquement trivial pour i % p, on montre par la considération
des suites E, ..., E,; que N, ..., N, sont cohomologiquement triviaux, puis,
par celle des suites E,, ..., Ey,y que Ny, ..., Ny le sont aussi, et on conclut en
utilisant la suite E,.

TutorEME 8. Soit A un G-module quelcongue. Il y a équivalence enire :

(i) Pour tout nombre premier p, V7(G,, A) = O pour deux valeurs consécutives de g ( pouvant
dépendre de p),

(i) A est cohomologiquement trivial,

(1) Il existe une suite exacte 0 Py, — P,y — ... > Py > A >0 ot les P, sont des
Z[G]-modules projectifs,

(iv) Il existe une suite exacte 0 — Py — Py —> A — 0 o2 les P, sont Z[G]-projectifs.

(Dans la terminologie de Cartan-Eilenberg, la condition (iii) signifie que la
dimension projective de A est finie, et la condition (iv) qu’elle est < 1.)

On a (iv) == (iii) trivialement, (iii) =3 (ii) d’aprés le lemme 6, et
(ii) =~ (i) trivialement. Montrons que (i) = (iv) : Soit 0 >R -L »A -0
une suite exacte de G-modules, avec L libre sur Z[G]. 4 fortiori, L est libre sur Z,
donc aussi R. Comme d’autre part R vérifie ’hypothése (i) du théoréme 7, on en
conclut que R est Z[G]-projectif, c.q.f.d.

TrEoREME g. Soient A et B deux G-modules, avec A cohomologiquement trivial. Pour que
A®B (resp. Hom (A, B), resp. Hom (B, A)) soit cohomologiquement trivial, il faut et
il suffit que Tor (A, B) (resp. Ext (A, B), resp. Ext (B, A)) le soiz.
(Ici encore, les foncteurs ®, Tor, etc., sont pris sur I'anneau Z.)
D’aprés le théoréme 8, (iv), il existe une résolution de A par des modules pro-
jectifs ;
0—-P,>P,—>A-0.
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On a donc une suite exacte :
0 — Tor (A, B) - P,®B - P,®B -~ A®B — 0.

Le corollaire & la proposition 1 montre que P,®B et P,®B sont cohomolo-
giquement triviaux; en appliquant le lemme 6, on voit bien alors que A®B est
cohomologiquement trivial si et seulement si Tor (A, B) I'est. Méme raisonnement
pour Hom (A, B) et Ext (A, B). Pour Hom (B, A) on utilise la suite exacte i six
termes :

0 — Hom (B, P,} — Hom (B, P,) - Hom (B, A) — Ext (B, P;) — Ext (B, P,)
— Ext (B, A) »0.

Le corollaire & la proposition i montre que les quatre modules
Hom (B, P,), Hom (B, P), Ext (B, P,), Ext (B, P,)

sont cohomologiquement triviaux, et on conclut de la méme maniére, en appliquant
le lemme 6.

CoOROLLAIRE. Si A est cohomologiquement trivial, et si A ou B est sans torsion, alors A®B
est cohomologiquement trivial.
En effet, Tor (A, B) est nul, donc cohomologiquement trivial.

Exercices. 1) Montrer que, si A est cohomologiquement trivial, et si, pour tout p divisant
I'ordre de G, I’'un des groupes A et B est sans p-torsion, alors A@B est cohomologiquement
trivial. (Montrer que Tor(A, B) est cohomologiquement trivial et appliquer ensuite le
théoréme g.)

2) Soit G le groupe cyclique d'ordre 6. Montrer qu’il existe un G-module A tel que
ﬁ"(G, A) = 0 pour tout n€Z, qui n’est pas cohomologiquement trivial. (Prendre A = Z/3Z

sur lequel G opére par x — — x, et remarquer que H%(g, A) 5 0 si g désigne le sous-groupe
d’ordre 3 de G.)

3) Soit G le groupe cyclique d’ordre 2, et soit A = Z/8Z; on fait opérer G sur A par x — 3x.
Soit B = Z/2Z sur lequel G opére trivialement. Montrer que A est cohomologiquement
trivial, mais que A@B ne I’est pas. En déduire que A n’est pas relativement projectif, cf. [13],
p. 263, exer. 3.

(Noter que A est isomorphe au groupe multiplicatif Fj du corps & 9 éléments, sur lequel
opere le groupe de Galois de ’extension F,/F,.)

§ 6. Résultats duaux
LeMME 7. Soit G un groupe fini, et soit A un G-module qui soit Z[G-injectif. Alors A est
Z-injectif (Cest-d-dire divisible).

Soit C un groupe abélien. On doit montrer que le foncteur Homg (C, A) est

exact. Or on sait que, si I’on note A ’anneau Z[G], on a un isomorphisme fonctoriel :

Hom; (C, A) = Hom_\(C®; A, A).
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Comme A est Z-libre, le foncteur C®; A est exact, et comme A est A-injectif, il en
est de méme du foncteur Hom,{ , A), d’ou le résultat cherché.

THEOREME 10 (dual du théoréme 7). Soit G un groupe fini, et soit A un G-module
Z-injectif. Pour que A soit cohomologiquement trivial, il faut et il suffit qu’sl soit Z[Gl-injectif.
La suffisance est triviale. Pour voir la nécessité, plongeous A dans un module I
qui soit Z[G]-injectif. On a une suite exacte :
0>A->I->R 0.
Puisque A est Z-injectif, on a une suite exacte :

0 — Hom; (R, A) - Hom; (I, A) - Homgz (A, A) — 0.

Si A est cohomologiquement trivial, Homg (R, A) I'est aussi (théoréme g).
La suite exacte de cohomologie niontre alors que 'application

Homg (I, A) - Hom, (A, A)

est surjective, donc que A est facteur direct de I, et A est bien Z[G]-injectif,

TuioREME 11 (dual du théoréme 8). Pour que A soit cohomologiquement trivial, il faut
et 3l suffit qu'il existe une suite exacte 0 > A — 1y > 1, — 0 ou les 1, sont des Z[G]-
modules injectifs.

Formons comme précédemment une suite exacte :

0>A->I,=>R >0

ou I, est Z[G]-injectif. f’uisque A est cohomologiquement trivial, il en est de méme
de R; d’autre part, puisque I, est Z[G]-injectif, I, est Z-injectif (lemme 7), et R
Pest aussi. En appliquant & R le théoréme 10, on en déduit bien que R est injectif,
c.q.fd.

Note. Les résultats des trois paragraphes précédents sont essentiellement dus 2
Nakayama ([47], [48]). Pour la présentation, j’ai suivi un mémoire de Dock Sang
Rim [51], qui a grandement simplifié les démonstrations de Nakayama, et généralisé
certains de ses résultats,

7. Un théoréme de comparaison

TnEoREME 12. Soit G un groupe fini, soient A et A' deux G-modules, et soit f: A' — A
un G-homomorphisme. Pour tout nombre premier p, soit Gy un p-groupe de Sylow de G, et
supposons qu'il existe un entier n, lel que I homomorphisme

fr: H(G, A) > H(G, A)

soit surfectif pour i = n,, bijectif pour i = n, + 1, infjectif pour i = np + 2.
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Alors, si B est un G-module tel que Tor (A, B) = Tor (A’, B) = 0, I’ homomorphisme ;
H(g, A'®B) > H(g, A®B)
est bijectif pour tout sous-groupe g de G, et toutie Z. En particulier, Ali{g, A’) —Hig, A)
est bijectif pour tout i.

On va employer une construction analogue 4 celle du « mapping-cylinder »
en topologie. Soit A’ le module induit défini canoniquement par A’, et soit
i : A" > A’ Pinjection canonique de A’ dans A’ (rappelons, cf. Chap. VIL, § 6, qu'un
élément de A’ est une application 9 : G - A’, que Pon a (s.3)(t) = (&), et

i(a)(t) = t.a, si acA’). Posons A* = A@A. Le couple (f; i) définit une injection
0: A" - A*; si A” désigne le conoyau de 6§, on a donc la suite exacte :

0>A >A* > A" 0.

Comme A’ est cohomologiquement trivial, la cohomologie de A* sidentifie
a celle de A. La suite exacte de cohomologie, jointe i I’hypothése faite sur les f ¥,
montre alors que l'on a:

AY(G,, A") =0 pour ¢ =n,, n, + I.

D’aprés le théoréme 8, il s’ensuit que A” est cohomologiquement trivial. D’autre part, A’

est facteur direct dans A’ (comme Z-module, bien entendu), donc aussi dans A*;
comme A* est somme dirccte de A et d’un certain nombre de cories de A’, ’hypo-
thése faite sur B entraine Tor (A*, B) = 0, d’ou Tor (A", B) = 0, et le théoréme g
montre que A" @B est cohomologiquement trivial. La suite exacte :

0—>A'@B +>A*®B > A"®B -0

permet d’en déduire que Hr(g, A'®B) — He(g, A*®B) est bijectif. Comme il en
est de méme de Ho(g, A*®B) — He(g, A®B), cela achive la démonstration.

Remarque. Supposons que A et A’ soient Z-libres. Les G-modules A" et A” sont alors
projectifs (le premier est méme libre). En d’autres termes, on a factorisé f en :

A Aer 5 AeP T A

avec P et P’ projectifs, F étant un isomorphisme, et : (resp. =) désignant Pinjection
(resp. la projection) évidente. l.orsque A et A’ sont de type fini, P et P’ peuvent étre
pris de type fini; dans la terminologie d’Eckmann-Hilton ([23], voir aussi P'exposé
[58]), f est une éguivalence d’homotopie.

Exercice. Avec les notations et hypothéses de la remarque ci-dessus, montrer que I’élément
(f) = P —P du groupe P(G) ne dépend que de f, et pas du choix de P et P. Montrer
que (fg) = (f) + (g)- Montrer que (f) = 0 si et seulement si P et P’ peuvent étre choisis
libres de type fini sur Z[G].
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§ 8. Le théoréme de Tate et Nakayama

TuforEME 13. Soient G un groupe fini, A, B, C trois G-modules, et 9 : A X B—>C
une application bilinéaire invariante par G. Soit g e Z, et soit ae (G, A). Pour tout sous-
groupe g de G, et tout G-module D, notons

f(z, g D) : A(g, BD) — H*+/(g, COD)
U homomorphisme défini par le cup produit avec la classe a, = Resgy,(a) (relativement
4 Papplication bilinéaire évidente de A x (B ® D) dans C ® D).

Supposons que, pour tout nombre premier p, et tout p-groupe de Sylow G, de G, il existe un
entier n, tel que f (n, G,, Z) soit surfectif pour n = n,, bijectif pour n = n, -+ 1, et injectif
pour n =n, | 2.

Alors f(n, g, D) est bijectif pour tout n, tout g, et tout G-module D tel que

Tor (B, D) = Tor (C, D) = 0.

Traitons d’abord le cas ¢ = 0. La classe ae %G, A) peut étre représentée par
un élément ae A®. En posant f () = ¢(a, ), on obtient un G-homomorphisme

f:B—>C.

Il est facile de vérifier que I’homomorphisme

f(n g D) : A*(g, BOD) — A*(g, COD)

est simplement I’homomorphisme induit par f®1 : BOD —~ C®D, et Von est
ramené au théoréme 12.

Le cas général se trdite par décalage. Indiquons par exemple comment on passe
de ¢— 1 2 g. On plonge A dans le module induit canonique A qu’il définit, et
Pon pose A, = AJA; on définit de méme C; = C/Cet g, : A, X B— C;. La classe
2e AY(G, A) Sécrit ¢ = 3(a;), 2, €H-Y(G, A,). Cette classe a; définit par cup-
produit des homomorphismes

filn, g D) : A*(g, BOD) — H+1-1(g, C,®D).
En combinant f; avec I'isomorphisme
5 : Ar+=1(g, C,® D) — H+(g, COD),

on obtient f (n, g, D) (utiliser le fait que les cup-produits commutent aux cobords,
cf. Chap. VII1, § 3). Sile théoréme est vrai pour la classe a,, il est donc aussi pour a.

Le cas particulier le plus important est le suivant :

THEOREME 14. Soient G un groupe fini, A un G-module, et a un élément de H3(G, A).
Pour tout nombre premier p, soit G, un p-groupe de Sylow de G,et supposons que :

(1) On a HY(G,, A) =0.
(2) H¥(G,, A) est engendré par Resgc,(a), et d’ordre dgal & celui de Gy
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Alors, si D est un G-module tel que Tor (A, D) = 0, le cup-produit par a, = Resgy(a)
induit des isomorphismes

H*(g, D) > H"+*(g, AQD)

pour tout neZ et pour lout sous-groupe g de G.

On applique le théoréme 13 avec B=Z, C=A, ¢ =2, 3 : A X Z — A étant
Papplication évidente. On prend n, = — 1. Pour » = — 1, ’hypothése (1) montre
que le cup-produit est surjectif; pour » = 1, ’hypothése (2) montre qu’il est bijectif;
pour n = 1, il est injectif puisque HY(G,, Z) = 0. Toutes les hypothéses sont donc
vérifiées. '

CoroLLAIRE (Tate [63]). Pour tout neZ, et pour tout sous-groupe g de G, le cup-produit
par a, définit un isomorphisme
Ar(g, Z) - A™2(g, A).
C’est le cas particulier D = Z.

On verra au Chapitre XI comment ce résultat s’applique aux formations de
classes.



CHAPITRE X

COHOMOLOGIE GALOISIENNE

§ 1. Premiers exemples

Soit K/k une extension galoisienne finie, de groupe de Galois G. Le groupe G
opere de fagon naturelle sur le groupe additif de K ainsi que sur son groupe multi-
plicatif K*; on peut donc parler des groupes de cohomologie correspondants.

ProrositioN 1. On a %G, K) = 0 pour tout neZ.

En effet, le théoréme de la base normale (Bourbaki, Alg., Chap. V, § 10) montre
que K est un module induit, et 'on sait que la cohomologie d’un tel module est
triviale.

[SiI’on veut éviter le théoréme de la base normale, on peut simplement remarquer
que K contient un élément de trace 1, ce qui entraine que K est relativement
projectif (Cartan-Eilenberg [13], p. 233, prop.I.1), donc cohomologiquement
trivial.] ‘*

Passons maintenant au groupe multiplicatif :
)

ProrosiTioN 2. On 2 HY{(G, K*) = 0.
Soit s —>a, un 1-cocycle. Si ceK, formons la « série de Poincaré »

b= 2 a,.5(c).
sEL

Il résulte du théoreme d’indépendance linéaire des automorphismes (Bourbaki,
loc. cit., § 7, n° 5) que 'on peut choisir ¢ de telle sorte que 4 + 0. D’autre part, on a :

s(b) = X s(a) .st(c)
= Y a;'a,.5t(c) = a.*.b

ce qui montre que g, est un cobord, c.q.f.d.

CoROLLAIRE. i G est engendré par un élément s, et si xe K* ost tel que Ngu(x) = 1, il
existe ye K* tel que x = y[s( ).
Cela résulte de la détermination de H(G, ) lorsque G est cyclique.
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Remarques. 1) Le corollaire ci-dessus n’est autre que le célebre « théoréme go »
de Hilbert. Dans la littérature, c’est souvent la prop. 2 que 'on appelle le « théo-
réme go ».

2) Les groupes de cohomologie supérieurs H?(G, K*) ne sont pas nuls en général,
Nous reviendrons plus loin sur le cas ¢ = 2 (groupe de Brauer).

La proposition 2 se généralise de la maniére suivante (cf. Speiser [60]) : soit
GL(n, K) le groupe des matrices inversibles de degré n A coefficients dans K; le
groupe G opére de fagon évidente sur GL(n, K), ce qui permet de définir Pensemble
de cohomologie H'(G, GL(n, K)), cf. Chap. VII, annexe,

ProrosiTioN 3. On a HYG, GL{(n, K)) = {1}.
La démonstration est analogue 2 celle de la proposition 2. Soit ¢, un 1-cocycle,
et soit ¢ € M,(K) une matrice quelconque. On construit encore la série de Poincaré

b =Za..:(c)

SEG

et 'on démontre que s(b) = 4.5, Cette formule montre que «, est un cobord,
pourvu qu’on puisse choisir ¢ de telle sorte que la matrice b soit inversible. Lorsque K
est infini, Pexistence de ¢ résulte simplement du théoréme d'indépendance algébrique des
automorphismes (Bourbaki, Alg., Chap. V, § 10, th. 4). Malheureusement, cet argument
ne s’applique plus lorsque K est fini. C’est pourquoi nous allons utiliser un autre
procédé, di a4 Cartier :

Soit x un vecteur de K*, et formons b(x) = ¥, a(s(x)). Les b(x), x € K", engendrent
S€EG

K~ comme K-espace vectoriel. En effet, si u est une forme linéaire nulle sur tous les
5(x), on a, pour tout ke K,

0 = u(b(hx)) = Xae.u(s(h)s(x)) = Ls(R)u(a(s(x)))-

Faisant varier £, on obtient une relation linéaire entre les s(k), D’aprés le théoréme
de Dedekind déja cité, cela entraine que chacun des u(a,(s(x))) est nul, et puisque
les a, sont inversibles, cela entraine u = 0.

Ce point étant acquis, soient x,, . . ., x, des vecteurs de K" tels que les y, = b(x;)
soient linéairement indépendants sur K. Soit ¢ 1a matrice de I'application qui envoie
la base canonique ¢ de K" sur les x;. Si 'on calcule la matrice 4 correspondante,
on voit que b(¢;) = y;, d’oir le fait que b est inversible, ce qui achéve 1a démonstration.

CoroLLARE. On a2 HY(G, SL(r, K)) = {1}.
La suite exacte :

{1] —> SL(n, K) —~ GL(n, K) S5 K* 0 [1!
donne naissance (cf. Chap. VII, annexe) A la suite exacte :

HY(G, GL(», K)) - HY(G, K*) - HY(G, SL(r, K)) - {1},
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ou encore :

GL(n, k) — k* — HY(G, 8L(n, K)) — [1{.
Commedet : GL(n, k) — £* est surjectif, il en résulte bien que H!(G, SL(», K})) = {1].

Remarque. Soit A un schéma en groupes sur k (ou encore, dans la terminologie de Weil,
une « variété de groupe définie sur £ »). Si K est une k-algébre commutative quel-
conque, I'ensemble A, des points de A A valeurs dans K est un groupe, dépendant
fonctoriellement de K. En particulier, si K/k est une extension galoisienne finie
de groupe de Galois G, le groupe G opére sur le groupe A, et les groupes de cohomo-
logie He(G, A,) sont définis (si A n’est pas abélien, seuls H? et H? sont définis, et H!
n’est qu'un « ensemble pointé »). L’ensemble HY(G, A;) a une interprétation géomé-
trique simple : c’est I'ensemble des classes d’espaces principaux homogenes pour
A, définis sur k, et qui ont un point rationnel dans K (cf. Lang-Tate [41]). Les cas
traités ci-dessus correspondent 4 A = G,, Gn, GL(r), SL(r); nous verrons au § 2
ce que donnent le groupe orthogonal et le groupe symplectique.

Bien entendu, il n’y a aucune raison de se borner au cas des groupes linéaires.
Les variétés abéliennes posent des problemes extrémement intéressants, pour lesquels
nous ne pouvons que renvoyer le lecteur A I’exposé de Tate [64], et aux mémoires
de Cassels [14].

Exercices. 1. Etendre la proposition g au groupe des automorphismes d’un espace vectoriel
de dimension infinie.
2. Soit K/k une extension galoisienne finie, de groupe de Galois G, et soit M une k-algébre
4 élément unité, de dimension finie sur k. Soit My = M@, K, et soit M} le groupe multipli-
catif des éléments inversihles de M,; c’est un G-module. Montrer que H{(G, M%) ={1{.
[Lorsque k est infini, on peut utiliser les « séries de Poincaré ». Lorsque k est fini, on se
rameénera au cas ou M est semi-simple, et ’'on appliquera la prop. 3 (on pourrait également
utiliser un résultat général de Lang {39]).]

§ 2. Quelques exemples de « descente »

Soit V un k-espace vectoriel, muni d’un tenseur x d’espéce fixée (p, ¢) (autrement
dit, on a xe QP VO ®?V*, out V* désigne le dual de V). Deux couples (V, x)
et (V', x') sont dits k-isomorphes s’il existe un isomorphisme k-linéaire

f: VoV
tel que f(x) =x.

Soit maintenant K/k une extension galoisienne finie, de groupe de Galois G.
Soit Vi = V®, K Pespace vectoriel obtenu en étendant les scalaires de k£ 4 K;
le tenseur x définit de fagon évidente un tenseur x, sur V, tenseur que nous noterons
le plus souvent x. Nous dirons que (V, x) et (V', x') sont K-isomorphes (ou « deviennent
isomorphes sur K ») si (V, x,) et {Vk, xk) sont isomorphes. Nous noterons E ,(K/k)
Uensemble des classes & k-isomorphisme pris de couples (V', x') qui sont K-isomorphes a
{(V, x). Nous nous proposons d’interpréter ‘E. .(K/k) comme un H
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Pour cela, soit Ag le groupe des K-automorphismes de (Vg, x.). Le groupe G
opére sur Ay de la fagon suivante : tout d’abord, il opére sur Vi pars(x®X) = x@s(2);
ensuite, si f: V- V est une application K-linéaire, on pose

() =sf (D), e s(f) =sofos L,

Nous nous proposons de comparer E (K/k) et HY{G, Ay). Pour simplifier, nous
écrirons E(K/k) au lieu de E, ,(K/k).
Soit donc (V' x') e E(K/k), et soit f: Vi — Vi un K-isomorphisme. Posons :

po=fos(f) =fesofos,  seG,

On a évidemment p,e A, ; de plus, un calcul immédiat montre que s — p, est un
1-cocycle, et que changer f revient A remplacer p, par un cocycle équivalcnt La
classe de p, dans HY(G, A,) est donc bien déterminée, et nous avons ainsi défini
une application

8 : E(K/k) > HY(G, A,).

ProrosirioN 4. L'application 8 définie ci-dessus est bijective.

Montrons que 8 est injective. Soient (Vi, xi) et (Vi, xz) deux couples corres-
pondant au méme cocycle p,, et soient f; et f, les K-isomorphismes correspondants.
On a files(fy) =ftos(fy) ol s(fof1h) = fof . L’application f = f, f1* est
un k-isomorphisme de (V{, x1), sur (V3, x3), ce qui montre bien que 6 est injective.

Montrons que § est surjective. Soit p, un 1-cocycle de G a valeurs dans A ;ona
Ay cGL(V,), et, en appliquant la prop. 3, on voit qu'il existe un K-automorphisme
fde V tel que

=fteos(f) pour tout se G.

Etendons f A P'algébre tensorielle de V,, et posons x' = f(x). L’élément x’ est
« rationnel sur k » (i.e. appartient l’algf:bre tensorielle de V sur k) ; en effet, on a :

s(x) = s(f)(s(x) = s(f)(x) =Sop(x) =f(x) = ="

Il en résulte que (V, x') appartient 3 E(K k), etil est clair que 'image de cet élément
par § est égale 4 la classe du cocycle p,, c.q.f.d.

Remarque. On aurait pu définir § en remarquant que DPensemble des «iso-
morphismes » de (V, x) sur (V', x') est un espace principal homogeéne pour le groupe
algébrique A.

Exemples. Prenons pour tenseur x une forme quadratique non dégénérée &. L’en-
semble E(K/k) est alors I'ensemble des classes de formes quadratiques qui sont
K-isomorphes 4 &. Le groune A, est le groupe orthogonal Oy (®) de la forme &
sur K. On a donc :

SERRE I
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CoROLLAIRE 1. L’ensemble H'(G, Oy (®)) est en correspondance bijective avec I'ensemble
des classes de k-formes quadratiques qui sont K-isomorphes & &.

Cette interprétation de H!(G, 0,(®)) permet évidemment de donner des
exemples oll cet ensemble est non trivial (k = R, K = C).

Au lieu de prendre une forme quadratique, on peut prendre une forme alternée
non dégénérée; le groupe A, est alors le groupe symplectique Sp(r, K). Comme
deux formes alternées non dégénérées de méme rang sont équivalentes (Bourbaki,
Alg., Chap. IX, § 5), on en tire :

CoroLLAIRE 2. Or a HY(G, Sp(n, K)) = {1}.

Remarque. Ce qui précéde est un cas particulier de la méthode de « descente galoi-
sienne » en géométrie algébrique (cf. par exemple [56], Chap. V, § 4), elle-méme
englobée dans la « théorie de la descente » de Grothendieck (cf. [28], [29], [80]).

§ 3. Extensions galoisiennes infinies

11 est souvent commode de « passer a la limite » en prenant des extensions galoi-
siennes de plus en plus grandes. Nous allons indiquer rapidement comment la
question se présente du point de vue cohomologique.

Soit K/k une extension galoisienne (non nécessairement finie). Son groupe de
Galois G est un groupe topologique compact, totalement discontinu, limite pro-
jective des groupes de Galois G(K'[k), ot K’ parcourt ’ensemble des sous-extensions
galoisiennes finies de ‘K.

Soit A un G-module. On dit que c’est un G-module topologique si, pour tout z€ A,
Pensemble des se G tels que s(z) = a est un sous-groupe ouvert de G. Il revient
au méme de dire que

A= U A"

lorsque H parcourt 1'ensemble des sous-groupes invariants ouverts de G. Cette

condition est réalisée lorsque A est le groupe des points rationnels sur K d’unschéma

en groupes de type fini sur k; on pourra prendre, par exemple, A = K ou A = K*.
Si A est un G-module topologique, on définit HY(G, A) par la formule :

H/(G, A) = lim.HY(G/H, A")

pour H parcourant 'ensemble des sous-groupes invariants ouverts de G (la limite
inductive est prise relativement aux homomorphismes d'inflation, cf. Chap. VII,
§ 5). Ces groupes de cohomologie jouissent de propriétés tout analogues A celles des
groupes de cohomologie usuels; ils forment un foncteur cohomologique (le cobord
se définissant lui aussi par passage 4 la limite); ils peuvent é&tre définis par des
cochatnes continues 4 valeurs dans A. Leurs propriétés ont été étudiées systématique-
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ment par Tate (cf. [20], [113]). Nousallonsen donner deux applications élémentaires :

a) Théorie d’Artin-Schreier.
Soit k un corps de caractéristique p 5« 0, soit K sa cloture séparable, et soit G le
groupe de Galois de K/k. L’application

¥ :K-K

définie par @ (x) = xP—x, est un homomorphisme de G-modules. Elle est surjective,
car Péquation @ (x) = a est séparable; son noyau est Z/pZ (sur lequel G opére
trivialement). On a donc la suite exacte :

0>ZHZ - K ->K - 0.
En écrivant la suite exacte de cohomologie, et en tenant compte de ce que
HY(G, K) =0
d’aprés la prop. I, on obtient :
k —k - HYG, Z/pZ) - 0.

En d’autres’termes, le groupe Hom(G, Z/pZ) des homomorphismes continus de G
dans Z/pZ est isomorphe & k/§ (k). L’isomorphisme en cuestion fait correspondre a
aek ’homomorphisme g, : G — Z/pZ défini de la manitre suivante : on résout
Péquation x? —x = a, et 'on pose s(x) = x + o4(s).

Si 'on note &, la composée de toutes les extensions abéliennes de type (p, .. ., )
de k, on voit que le groupe G(ky[k) est isomorphe au groupe dual (k[ (k)" du groupe
discret k| (k). ) )

Si P'on veut remplacer Z/pZ par Z[p"Z, il faut utiliser la suite exacte :

0 Z/pZ W.(K) ——L w,(K)

0

o W, désigne le groupe additif des vecteurs de Witt de longueur .

b) Théoric de Kummer.

Soit # un entier premier  la caractéristique de k, et supposons que £* contienne le
groupe E, des racines n-idmes de P'unité. Si K désigne encore la cloture séparable
de k, on a la suite exacte de G-modules :

0>E,~K* 5 K*>0

avec u(x) = x". On en déduit, en appliquant la proposition 2, un isomorphisme
k*[k** — Hom (G, E,). Cet isomorphisme fait correspondre & un élément aei*
I’homomorphisme g, : G — E, défini de la maniére suivante : on résout I'équation
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x" =g, et 'on pose s{x) = v4(s).x, avec gq(s) € E.. Si &y désigne la composée de
toutes les extensions abéliennes de & dont le groupe de Galois est annulé par #, on
voit que G(k./k) est isomorphe au groupe E,® (k*/k*")", lui-méme isomorphe
(non canoniquement) A (k*/k*")".

§ 4. Le groupe de Brauer
p

On va maintenant s’occuper exclusivement du groupe multiplicatif. Si K/k est une
extension galoisienne, finie ou infinie, de groupe de Galois G, on écrira He(K/k)
au lieu de H¢*(G, K*). Ces groupes dépendent fonctoriellement du couple (K, k).
De fagon précise, soit K'/k' une extension galoisienne, de groupe de Galois G', le
corps k' étant une extension du corps £. Supposons qu’il existe un £-isomorphisme
S de K dans K'. Une telle application définit un homomorphisme f: G' -G de
la maniére suivante : si s’ € G’, f(s') est 'unique élément se G tel que fos =50 f.
1’homomorphisme f est compatible avec f: K* — K'*, au sens du Chap. VII, § 5.
Il définit donc des homomorphismes :

fo s HY(K/k) - H(K'[k").

ProrosiTION 5. Les homomorphismes f, sont indépendants du choix de f: K — K'.

En effet, deux tels choix fet f' different par un élément de G, et I'on applique
4 cet élément la prop. 3 du Chap. VII.

(Bien entendu, la proposition précédente s’applique A tout schéma en groupes
sur k.)

En particulier, si &' = &, et si K et K’ sont isomorphes, il existe un isomorphisme
canonique de He(K/k) sur H7(K'[k); ceci s’applique notamment en prenant pour K
la cléture séparable k, de k; les groupes He(k,/k) ainsi définis seront aussi notés HI(  [k).
Il est clair qu'ils dépendent fonctoriellement de k.

Le groupe H!( [k) est nul (prop. 2). Le groupe H3( [k) s’appelle le groupe
de Brauer du corps k; nous le noterons B,. Par définition, c’est la limite inductive des
H?(K/k), pour K parcourant I’ensemble des extensions galoisiennes finies de £.
Cette limite inductive est en fait une réunion. En effet :

ProrosrTion 6. Soit Lk une extension galoisienne contenant Uextension galoisienne K k.
On a la suite exacte :

0 — H2(K/k) - HE(LJk) — H2(L/K).
Soit G = G(L/k), et soit H = G(L/K). On a H!(H, L*) = 0, ce qui permet
d’appliquer la prop. 5 du Chap. VII avec ¢ = 2. On obtient la suite exacte :
0 —= H(G/H, K*) Inf (G, Ly 23 myH, L),
qui n'est autre que la suite exacte cherchée.
CoRrROLLARE. On a la suite exacte :
0 - H2(K/k) - B, — B,.

Cela résulte de la suite exacte de la proposition 6, en passant A la limite sur L.
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Remarques. 1. La proposition 6 et son corollaire sont encore valables lorsque K/
et L/k sont des extensions galoisiennes infinies; cela se voit par passage a la limite.

2. On dit qu'un élément a e B, est décomposé par K il est dans le noyau de B, —B,;
lorsque K/k est une extension galoisienne, il revient au méme (d’aprés le corollaire
ci-dessus), de dire que a appartient & H}(K/k), considéré comme sous-groupe de B..

Exercices. 1. Soit k un corps de caractéristique p, et soit K = k»~!, Montrer qu'un élément
a & B, est décomposé par K si et seulement si pa = 0. En déduire que la composante g-primaire
de B est nulle si k est parfait.

2. Soit K/k une extension de degré fini , et soit e B, un élément décomposé par K. Montrer
que nz = 0. (Traiter séparément le cas radiciel et le cas séparable; utiliser I’exer. 1 pour le
premicr, et la prop. 6 du Chap. VII pour le second.)

§ 5. Comparaison avec la définition classique du groupe de Brauer

Rappelons d’abord cette définition :

ProrosiTION 7. Soit k un corps et soit A une k-algébre de dimension finie. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) A n’a pas d’idéal bilatére non trivial, et son centre est k.

b) Si K désigne la clbture algébrique de k, Ualgébre étendue Ay = A® K est isomorphe
& une algébre de matrices sur K.

b’y Il existe une extension galoisienne finie K|k telle que Ay soit isomorphe & une algibre de
matrices sur K. !

c) A est k-isomorphe o une algébre de matrices sur un corps gauche de centre k.

Pour la démonstration, voir Bourbaki, Alg., Chap. VIII, § 5, 10. Une telle
algébre est appelée une algébre simple centrale sur k. Deux telles algtbres sont dites
équivalentes si les corps gauches qui leur sont associés par c) sont k-isomorphes; si
ces algtbres ont méme dimension, cela revient 4 dire qu’elles sont k-isomorphes.

Soit A I'ensemble des classes d’algébrés simples centrales (pour la relation
d’équivalence définie ci-dessus); le produit tensoriel définit par passage au quotient
une structure de groupe abélien sur A,. C’est ce groupe que 'on appelle classique-
ment le « groupe de Brauer » (cf. Bourbaki, loc. cit., § 10). Clest un foncteur cova-
riant de k : si K est une extension de k, ’extension des scalaires de £ 4 K définit
un homomorphisme

Ak —> AK'
Nous noterons A(K/k) le noyau de cet homomorphisme. II résulte de la propo-
sition 7 que A, est réunion des A(K/k), pour K parcourant Pensemble des extensions galoi-

siennes finies de k. Pour montrer que A, est isomorphe 4 By, il suffira donc de construire
des isomorphismes A(K/k) — H2(K/k) compatibles avec les injections :

A(K/k) - A(K'[k) et H*(K/k) - H*K'[k), pour K'>K
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On va procéder par « descente ». Soit A(n, K/k} I'ensemble des classes de
k-algebres A telles que A®, K soitisomorphe A1’alge¢bre de matrices M,(K). Le groupe
A(K/k) est réunion des sous-ensembles A(r, K/k) pour n = i1, 2, ... Le procédé du
§ 2 s’applique A A(n, K/k) : un élément de A(n, K/k) peut étre considéré comme un
couple (V, x), ot V est un espace vectoriel de dimension »2 et oll x est un tenseur
de type (1, 2) (la loi de composition), ce couple étant K-isomorphe au
couple standard défini par I'algebre de matrices M. On en conclut que, si G désigne
le groupe de Galois de K/, et si C; désigne le groupe des K-automorphismes de
M,(K), P'application

0 : A(n, Kjk) - HY(G, Cy)

définie au § 2 est une bijection.

Mais on sait que tout automorphisme de M,(K) est intérieur. On a donc la
suite exacte :

(1) {1} > K* - 6L(r, K) > C, — [1}.
Cette suite permet d’identifier Cy au groupe projectif PGL(n, K). En résumé :
ProPOSITION 8. On a une bijection canonique
8 : A(r, K/k) —HY(G, PGL(r, K)).

D’autre part, la suite exacte (1) définit (cf. Chap. VII, annexe) un opérateur
« cobord »

Ba : HYG, PGL(z, K)) — H3(G, K*).
En composant 6 et A,, on obtient une application
3a .: A(n, K/k) - H?*G, K*) = H(K/k).
Un calcul sans difficultés montre que, si Ce A(r, K/k) et C'eA(n', K[k), on a
8 (CRC') = 8,(C) + 3.(C').

D’autre part, on a 3,(C) = 0 si et seulement si C est une algebre de matrices (cela
résulte de la proposition 2 de I’annexe du Chap. VII). On en conclut que les appli-
cations 3, sont compatibles entre elles, et définissent un homomorphisme

5 1 AKJk) - HY(K[k).

ProrosiTioN g. L'hemomorphisme 3 : A(KJk) —HE(KJk) est bijectif.
On a déja vu qu'il est injectif. Le lemme suivant montre qu'il est surjectif :

LeuMe 1. Soit n = [K : k]. L'application 5, : A(n, KJk) - H3(K[k) est surjective.
(Comparer avec Bourbaki, 4ig., Chap. VIII, § 10, prop. 7.)
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Vu ce qui précéde, il suffit de montrer que A, est surjectif, c’est-3-dire que tout
2-cocycle a,; & valeurs dans K* peut s’écrire :

a, = p, s(p)pd, avec p,€GL(n, K).

Soit V un espace vectoriel sur K ayant pour base une famille de vecteurs ¢, s G.
Soit p, € Hom,(V, V) Pautomorphisme de V qui applique ¢ sur a,.6:. Montrons
que les p, vérifient ’équation ci-dessus. On a :

Do s(P) (en) = @ S(@u)eta

st ﬁu(eu = s (Aat,ubstu

et Pon trouve bien le méme résultat, puisque a,; est un cocycle.

On a donc obtenu l'isomorphisme A(K/k) - H2(K/k) cherché. Lorsque K'jk
est une extension galoisienne contenant K/k, on vérifie trivialement la commutati-
vité du diagramme :

A(K k) - H(K k)
+ |

A(K'[k) > HY(K'[K).

On peut donc passer 4 la limite sur K, et I’on obtient ainsi un isomorphisme 3 : A, — B,,
ce qui achtve de montrer I'équivalence des deux définitions du groupe de Brauer.

Remarque. On trouvera dans la littérature (cf. par exemple Deuring [19] ou Artin-
Nesbitt-Thrall [7]) une autre fagon d’identifier A(K/k) et H3(K/k), reposant sur
la construction de « produits croisés ». On peut montrer (cf. exer. 2) que c’est
Uopposée de Pidentification que nous avons utilisée.

Exercices. 1. Soit K[k une extension galoisienne finie, de groupe de Galois G, et soit A une
k-algébre de dimension finie. Soit #, un cocycle de G a valeurs dans Autg(A®,XK). Soit B
I'ensemble des xe A®,K tels que x = %,(s(x)) pour tout s € G. Montrer que B est une sous-
k-algebre de A® K, que Pinjection i : B > A® K se prolonge en un K-isomorphisme
j: B, K - A®,K, et que u, = jo s(j)~1. En déduire que la classe de cohomologie associée
4 B par le procédé de la prop. 4 est celle de u,.

2. Appliquer ce qui précéde au cas A = M, (k), u, étant P'automorphisme intérieur défini
par un élément p, e GL(n, K). En déduire que B est la sous-algebre de M, (K) formée des
€léments ¥ tels que x o p, = p_ o s(x). Déterminer explicitement B lorsque les p, sont ceux
définis dans la démonstration du lemme 1 (on trouve que B est le « produit croisé » défini
par le systéme de facteurs st(a1, ,-1), lequel est cohomologue 4 — a).

3. Soit D un corps gauche de centre k et de rang n? sur £. Soit x I'élément du groupe de Braver
B, correspondant 4 D, et soit d 'ordre de x dans B,.

a) Montrer que d divise n. (Appliquer 'exer. 2 du § 4 2 un sous-corps commutatif maximal
de D.)

b) Montrer que tout facteur premier de r divise d. (Soit p un nombre premier ne divisant
pas d; soit K/k une extension galoisienne, de groupe de Galois G, décomposant x, et soit G,
un p-groupe de Sylow de G. Montrer que I'image de x dans H’(G K*) par restriction est
nulle; si K’ désigne le sous-Corps de K correspondant 4 G, en dédutire que K’ décompose ¥,
et comme [K' : k] est premier 4 p, en conclure que p ne divise pas n.)
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§ 6. Une interprétation géométrique du groupe de Brauer: les variétés
de Severi-Brauer

Soit k un corps de base, et soit P, I’espace projectif de dimension 2 — 1, considéré
comme un schema sur k. Soit V un schéma sur k. On dit que V est une varigté de
Severi-Brauer s'1l existe une extension algébrique séparable K/k telle que V et P,
soient K-isomorphes (autrement dit, V@,K et P,_;®K sont des K-schémas
isomorphes). Cette notion est due a F. Chatelet [15], [16].

Exemples. 1. Dans le plan projectif une conique non singuliére est une variété de
Severi-Brauer de dimension 1 : elle est K-isomorphe 2 P, si et seulement si elle
a au moins un point 4 valeurs dans K.

2. Les diviseurs positifs appartenant A une classe de diviseurs rationnelle sur &
forment une variété de Severi-Brauer. [Nous laissons au lecteur le soin de préciser
le sens de cet énoncé !]

Soit V une variété de Severi-Brauer de dimension » — 1, et soit K/k une exten-
sion galoisienne finie, de groupe de Galois G, telle que V « se décompose dans K »;
il existe donc un isomorphisme

f:Pa®K—->Ve.K

Pour tout seG, p, = f 1o s(f) est un automorphisme de P, ®;K, c’est-a-dire
un élément de PGL(n, K). Appliquant la théorie de la descente, on en conclut
que les variétés de Severi-Brauer de dimension n — 1 sur k décomposées par K correspondent
bijectivement (& isomorphisme prés) aux éléments de HY(G, PGL(n, K}), donc aussi
aux éléments de A(n, K[R). Cette correspondance entre algébres simples et variétés
de Severi-Brauer peut aussi s’expliciter de la maniére suivante :

Soit A une algtbre simple, de centre k, et de degré »2 sur k. Soit Gr (A)
la grassmannienne des sous-variétés linéaires de dimension # de A, considérée comme
un schéma sur k. Soit V le sous-schéma fermé de Gr (A) défini par la condition que,
siveV, la variété linéaire associée A » est stable par la multiplication A droite par A
(V est la variété des « idéaux A droite de rang # sur k de A »). On démontre que V
est une variété de Severi-Brauer, et qu'elle correspond (par la correspondance ci-
dessus) a Palgebre simple centrale A.

Pour plus de détails sur les variétés de Severi-Brauer, voir Chéitelet (loc. cit.),
Amitsur [1], Grothendieck [83], Azumaya [10], Auslander-Goldman [9], ainsi que
les exercices de Bourbaki, Alg. comm., Chap. 11, § 5.

Exercices. 1. (Chatelet). Montrer qu'une variété de Severi-Brauer V est triviale (i.e. isomorphe
a P,_,) si et seulement si elle posséde un point rationnel.

2. (Amitsur). Soient V et V’ deux variétés de Severi-Brauer, de méme dimension, et soient
a, d' les déments correspondants du groupe de Brauer. Montrer que, si V et V' sont biration-
nellement isomorphes, a ct ¢’ engendrent le méme sous-groupe. [On ignore si la réciproque est
vraie.] ’
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§ 7. Exemples de groupes de Brauer

Le groupe de Brauer est 'un des principaux invariants dont on dispose pour
mesurer le « degré de complication » d’un corps k. Commencons par donner des
exemples de corps pour lesquels il est nul :

Soit k£ un corps. On dit que k est quasi-algébriquement clos (ou G,) s’il vérifie
la condition suivante :

83 fxys -3 Xa) est un polymdme homogéne, de degré d +# 0, & coefficients dans k, et
qui ne s’annule que pour (0, ..., 0), onad>n

ProPOSITION 10. Si un corps k vérifie la propriété C,, le groupe de Brauer de toute extension
Sfinie K de k est nyl.

En effet, soit D un corps gauche, de centre K, et de degré 2 sur K.
Soit s =[K : k]. Si xeD, soit Nrd (x)eK sa norme réduite (Bourbaki, Alg.,
Chap. VIII, § 12, n° 3), et posons :

S {x) = Niu(Nrd (x)).

La fonction f ne s’annule que pour x = 0. D’autre part, si ’on prend une base {e}
de D sur £, et si 'on écrit x = Yxi,, 1a fonction f devient une fonction f(x;, . .., x.),
avec n = s5.7%, qui est un polynéme homogene de degré sr (loc. cit., prop. 11). Puisque
k est Cy, on a donc s72 < s, i.e. 7 = 1 et D = K, ce qui montre bien que le groupe
de Brater de K est nul.

La nullit¢ du groupe de Brauer a des conséquences intéressantes :

ProrosiTION 11. Soit k un corps. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
(1). Le groupe de Brauer de toule extension séparable finie de k est nul.
(2). Si L{K est une extension galoisienne finie, avec K fini et séparable sur k, le G(L/K)-
module L* est cohomologiquement trivial.
(3). Les hypothéses sur LK étant les mémes que dans (2), ' homomorphisme N, : L* - K*
est surjectif.

Supposons (2) vérifié. On a alors A*(G(L/K), L*) = 0, d’ou (3), et

H(G(L/K), L*) =0

d’olr (1) en passant i la limite sur L. Réciproquement, supposons (1) (resp. (3))
vérifié. Si H est un sous-groupe quelconque de G(L/K) on a donc

A2(H,L*) =0 (resp. Ao(H, L*) = 0);
comme d’autre part H!(H, L*) = 0, on peut appliquer le théoréme 8 du chapitre IX,

et 'on en déduit bien que L* est cohomologiquement trivial.

Remargue. 11 suffit de vérifier (3) lorsque L/K est cyclique de degré premier. En effet,
on passe de 12 au cas d’une extension résoluble par dévissage, puis au cas général
en utilisant les groupes de Sylow.
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CoRroLLAIRE, Soit L/K une extension vérifiant les conditions (2). Si E est un G(L/K)-
module sans torsion, le G(L/K)-module L*®FE est cohomologiquement trivial.
Cela résulte du corollaire au théoréme g du Chapitre IX.

Application. Soit A un « tore » sur k, de groupe des caracttres X. Soit Kjk une
extension galoisienne, de groupe de Galois G, assez grande pour que tout élément
x € X soit rationnel sur K. Le groupe Ay des points de A rationnels sur K est alors
isomorphe A K*@X', ot X' désigne le dual de X. Si £ vérifie les conditions denla
proposition 11, on a donc AMG, A,) = 0 pour tout neZ. En particulier, tout
espace principal homogeéne sur A est trivial.

Exemples de corps & groupe de Brauer nul.
a) Un corps fini. En effet, dans ce cas H}(G, K*) et H}(G, K*) ont méme ordre
(cf. Chap. VIII, prop. 8), et comme le premier groupe est nul (prop. 2), il en est
de méme du second.

[On peut également obtenir ce résultat en montrant quun corps fini est C;,
cf. Bourbaki, dlg., Chap. IV, § 2, exer. 8.]
b) L’extension maximale non ramifiée K,. d’un corps K complet pour une valuation
discrete A corps résiduel parfait. En effet, la condition (3) de la proposition 11
est vérifie (cf. Chap. V, § 4, prop. 7).

Ceci s’applique en particulier 4 un corps complet pour une valuation discréte
a corps résiduel algébriquement clos.

[Les corps Ka, sont C;; la démonstration (qui est loin d’étre triviale) se trouve
dans la thése de Lang [38].]

¢) Une extension de degré de iranscendance 1 d’un corps algébriquement clos. On
montre en effet qu’un tel corps est G; (« théoréme de Tsen », cf. Lang, loc. cit.).

d) Une extension algébsique de Q contenant toutes les racines de I'unité. Cela
résulte, par passage 2 la limite, de la détermination du groupe de Brauer d’un corps
de nombres.

[On ignore si un tel corps est Cy; cela a été conjecturé par Artin.]

Exemples de corps & groupe de Brauer non nul.

¢) Le corps R. Le groupe de Brauer est égal 3 H?(G, €*), ot G = G(C/R) est
cyclique d’ordre 2. On a donc:

B; = C*¢/NC* = R*/R* = Z/2Z.

L’élément non nul de By correspond au corps des quaternions H. La variété de
Severi-Brauer correspondante est la couique :

x4y 2t=0.

f) Un corps complet pour une valuation discréte & corps résiduel fini. Le groupe de
Brauer est isomorphe A Q/Z, cf. Chap. XIII.
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g} Un corps de nombres algebriques. Soit k un tel corps, et soient k; les complétés de &
pour les diverses topologies définies par des valeurs absolues de k. D’aprés ce qui
précede, By, est égal A Q/Z si la valeur absolue correspondante est valuative, il est

égal au sous-groupe 30, —;§ de Q/Z si k, =R, et il est nul si k, = €. Comme &

s’envoie dans chaque &, B, s’envoie dans le produit des B,,. On montre qu'il s’envoie
en fait dans la somme directe @By, et que la suite ci-dessous est exacte :

0> B,~ @By~ Q/Z~0

a étant Papplication définie par o((x)) = .

Ce résultat se démontre en méme temps que les théorémes du corps de classes
(cf. Artin-Tate [8], Chap. VII, ou Deuring [1g], Chap. VII),
k) Les corps de fonctions algébriques d’une variable sur un corps de base fini. Le résultat
est le méme que pour les corps de nombres.



CHAPITRE XI

FORMATIONS DE CLASSES

La notion de formation de classes a été introduite par Artin-Tate [8] A la suite des
travaux de Weil [67] et de Hochschild-Nakayama [36]. Cette notion clarifie I’aspect
cohomologique de la théorie du corps de classes, A 1a fois dans le cas local et dans
le cas global. Le présent chapitre se borne aux propriétés principales des formations
de classes; le lecteur trouvera dans Artin-Tate [8] divers compléments (théortme

de Safarevi¢, groupes de Weil).

§ 1. La notion de formation

On se donne tout d’abord un groupe G et un ensemble de sous-groupes {Ggl;ex
de G, d’indice fini dans G; on suppose que Gy = Gy entraine E = E’ (de sorte
que I’on pourrait identjfier X 4 une partie de I'ensemble des sous-groupes de G —
mais ce ne serait pas commode dans les applications). On suppose que les {Gglg ex
vérifient les propriétés suivantes :

a) Pour toute famille finie F, d"dléments de X, il existe Fe X te que Gy =[ |Gy,

b) Tout sous-groupe G' de G contenant un sous-groupe Gy, F e X, est de la forme Gy, avec
FeX.

¢) SiseG et FeX, le sous-groupe 5.Gg.571 est de la forme Gen, avec F" e X,

Exemples. 1. Soit E un corps, soit Q une extension galoisienne de E, et soit X I'en-
semble des sous-corps de Q contenant E et finis sur E. On prend pour G le groupe de
Galois topologique G(R[E), et pour G, le sous-groupe G(Q/F) de G. Les conditions
(a), (b), (¢) résultent de la théorie de Galois.

[Dans la pratique, on prendra souvent pour Q la cldture separable de E.]

2. Plus généralement, on peut prendre pour G un groupe topologique quelconque,
et pour |Gg} P’ensemble de ses sous-groupes fermés d’indice fini.

Remarque. Dans toute la suite, le groupe G n’interviendra que par Pintermédiaire
de ses quotients finis G|Gy, avec Gy invariant dans G, et EeX. On pourrait donc le
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remplacer par le groupe G limite projective des G/G g, qui est un groupe profint, cf. [113].

Si G et les {Gglg ey vérifient les conditions ci-dessus, on transporte 4 X la termi-
nologie de la théorie de Galois. Les éléments de X sont appelés les « corps ». On
dit que EcF si G; > Gy, on dit que F/E est une extension galoisienne si G, est un
sous-groupe invariant de Gg, et 'on définit alors le « groupe de Galois » G(F/E)
(noté aussi Gg) comme le quotient G;/G. Dans la situation de (z), on dit que F
est le « composé » des F,, et on écrit F = [[F,; dans la situation de (c), on écrit
F* = 5(F) ou sF. On peut parler d’extension abélienne, résoluble, etc. Noter que
toute extension F/E est contenue dans une extension galoisienne; en effet, comme G,
est un sous-groupe d’indice fini de Gy, ses conjugués s.G.s~1 sont en nombre fini,
et leur intersection est de la forme Gy, avec F' € X. L’extension F'/E est galoisienne
et contient F. .

On va maintenant se donner un G-module A vérifiant la condition suivante :

(*) Pour tout ac A, U'ensemble des s€ G tels que s.a = a est Uun des sous-groupes Gy,
avec Ee X.

[Cette condition signifie que A peut étre considéré comme un G-module topo-
logique, au sens du Chap. X, § 3 (G désignant la limite projective des G/G,).]

La donnée de G, des |G} ex, €t de A, vérifiant les conditions ci-dessus, s’appelle
une formation.

Soit |G, {Gglg ex; A} une formation. Si Ee X, on note A; le sous-groupe de A
formé des ae A tels que 5.a = a pour tout se€ G; on a donc A, = HYG,, A), et
Paxiome (*) signifie que A est réunion des Ag, quand E parcourt X. Si F/E est
une extension galoisienne, le groupe G(F/E) opére sur Ag, et 'on a :

HY(G(F/E), Ay) = Ay
Cohomologie dans une formation.

Revenons au cas d’une extension galoisienne F/E. Comme le groupe G(F/E) opére
sur Ag, les groupes de cokomologie H*(G(F|E), A;) sont définis; nous les noterons
H¢(F/E). Notation analogue pour les groupes d’homologie H,(F/E), et pour les
groupes de cohomologie modifiés (au sens de Tate) H(F/E), neZ. Ces groupes sont
reliés entre eux par les opérations suivantes :

(1) Supposons que F/E et F'/E’ soient galoisiens, avec E'>E et F'oF. On a
alors un homomorphisme canonique Gp, —> Gy qui est compatible avec
Pinjection A, — A, (cf. Chap. VII, § 5). On en déduit des homomorphismes

H(F/E) - H*(F'|E"), ¢ > 0, dits canoniques.

(1) Supposons que F' o F 5 E, avec F'[E galoisien ainsi que F/E (c’est le cas parti-
culier E=E’ de (i)). L’homomorphisme canonique de (1) prend alors le nom d’inflatson,
et se note

Inf : H(F/E) - He(F'[E), ¢ > 0.
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(iii) Supposons que F > E’' > E, avec F/E galoisien, donc aussi F/E’; c’est le ‘cas
particulier F = F' de (i). Le groupe Gy est un sous-groupe du groupe Gy,
etl'on a A, = A,,. Leshomomorphismes canoniques H¢(F/E) —H?(F/E’) s’étendent
alors aux groupes de cohomologie modifiés, et prennent le nom de sestriction
(cf. Chap. VIII, § 2). On les note :

Res : AF/E) - Ar(F/E"), nelZ.
A coté de ces homomorphismes, on a des homomorphismes en sens inverse, qui
prennent le nom de corestriction (loc. cit). On les note :

Cor : A~(F/E") - @A"(F/E), neZ

(iv) Soit F/E une extension galoisienne, et soit se G. L’application ¢ —» s~%s
est un jsomorphisme : G(sF/sE} — G(F/E). L’application 2 — s.a est un iso-
morphisme de A; sur A . On vérifie tout de suite que ces deux applications sont
compatibles, et elles définissent donc (par transport de structure) un isomorphisme

* . H"(F/E) —- ﬁ"(JF/S‘E), neZ.
Lorsque s « est 'identité sur E », i.e. se G, on a sE = E, sF = F, et s* est Pappli-

cation identique de H"(F/E) sur ﬂ"(F/E); cela se voit en appliquant la proposition 3§
du Chap. VII.

§ 2. Formations de classes

Une formation de classes consiste en la donnée d’une formation {G, |Ggleex, Al,
et, pour chaque extension galoisienne F/E, d’un homomorphisme

inv, : H}F/E) - Q/Z

ces données vérifiant les axiomes I et II ci-dessous :
.

AxtouME 1. Pour toute extension galoisienne F|E, on 2 H'(F/E)} = 0.
Cet axiome est équivalent a I’axiome en apparence plus faible suivant :

AxtoME I'. On a HY(F|E) = 0 pour foute extension cyclique de degré premier.

Supposons 'axiome I’ vérifié, et soit F/E une extension galoisienne de degré p",
avec p premier. Vu les propriétées élémentaires des p-groupes (Chap. IX, § 1), il
existe E’, avec Fo> E' 5E, et E'/E cyclique de degré p. En appliquant la suite exacte
des H! (Chap. VII, prop. 4), on obtient la suite exacte :

Inf
0~— HYE'[E) — H‘(F/E) H‘(F/E’)

En raisonnant par récurrence sur z, on peut supposer que HY(F/E') = 0. Vu ’axiome
I', on a HY(E'[E) = 0. On en déduit donc que H}(F/E) = 0.

Si maintenant F/E est une extension galoisienne quelconque, et si les G, sont
les sous-groupes de Sylow de Gy, ce qui précéde montre que H}(G,, A;) =0
pour tout p, d’oit HY(F/E) = 0 d’aprés le corollaire au théoréme 4 du Chap. IX.
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Avant d’énoncer 'axiome II, nous introduirons la notation H¢( [E) pour
désigner la limite inductive des H*(F/E) pour F parcourant I’ensemble des exten-
sions galoisiennes de E;'si F'oF5E, on prend pour homomorphisme

He(F/E) — H(F'[E)

Phomomorphisme d'inflation (cf. § 1). Pour ¢ = 2 ces homomorphismes sont injectifs :
cela résulte de ’axiome I et de la proposition 5 du Chapitre VII. Le groupe
H?( |E) est donc réunion des H3(F/E) : la situation est tout A fait analogue A celle
du groupe de Brauer.

La derni¢re donnée d’une formation de classes peut alors s’exprimer par un
homomorphisme invg : H?( [E) - Q/Z vérifiant I’axiome :

AxtouE II. a) L’homomorphisme invg est injectif, et applique Y%(F[E) sur Punique sous-

groupe de QZ d’ordre égal & [F : E).
(Ceci doit avoir lieu pour toute extension galoisienne F/E.)

b) 8i E' o E est une extension quelconque, on a :

(**) invg, o Resy,, = [E’ : E]. inv,.

ProrosiTioN 1. (i) Pour toute extension E'[E, I’homomorphisme

Resgpe : HY( [E) > HY( [E)
est surjectif.
(i1) Pour toute extension E'[E, Ihomomorphisme

Corg, . : H¥( [E') > H?( [E)
est injectif, et Pon a invg o Corg, x = invg,.
(iii) Pour tout s G, notons s* Uisomorphisme H2( [E) — H2( [sE) défini par passage
@ la limite & partir des homomorphismes du § 1. On a alors

inv g o s* = inv,.
Pour prouver (i) il suffit de montrer que, si F est une extension galoisienne de

E contenant E/, 'homomorphisme de restriction applique H3(F/E) sur H2(F/E’);

or, soit n = [F : E] et soit »’ = [F : E']; si ' e H¥}{F/E'), Iélément y' =invg,(x')
de Q/Z vérifie n’ .y’ = 0; comme Q/Z est divisible, il existe ye Q/Z tel que

[E': E]ly=)

et ’on a n.y = 0; il existe donc xe H3(F/E) tel que invg(x) =y, et la formule (**)
montre que Res(x) et x’ ont méme invariant. Comme inv,, est injectif, on a donc
bien x’' = Res(x), ce qui démontre (i).
Puisque Res,;. est sugjectif, la formule invy o Corg, e = inv,. équivaut 3 la
formule :
invx o CorvaE o Resx/xv = invxv o Resxls"
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Or cette dernitre formule est bien exacte; en effet le membre de gauche est égal A
[E' : E].inv, (Chap. VII, proposition 6), et il en est de méme du membre de droite
d’aprés (**). Comme invg, est injectif, on voit en méme temps que Corg, ;. est
injectif, ce qui achtve de démontrer (ii).

Pour démontrer (iii), notons E, le « corps » correspondant au sous-groupe de
G réduit A G lui-méme (Eg joue le réle d’un corps de base). Comme s e G,, ’homo-
morphisme

* tHY [Eo) —H( [sE) =H?( [E)

est 'identité (§ 1), et 'on a bien inv,g, o s* = invy,. Si maintenant E est un corps
quelconque, il résulte de (i) que tout xeH2( [E) est de la forme Resg ,;(x,),
avec xoeH?( [E,). Comme Res et s* commutent (transport de structure !), on
en déduit :

iV, (%) = inv,g o Res,pup(s%x0) = [5E : 5Eq] inv,g, (sx,)

= [E : Eg].invg,(x,) = invg (x), c.q.fd.

§ 3. Les classes fondamentales et I'application de réciprocité

Jusqu’a 1a fin de ce chapitre nous notons {G, {Gglzex, A, invg} une formation de
classes.

Pour toute extension galoisienne F/E, de degré » = [F : E], il existe un élément
e € H3(F/E) et un seul tel que invg(ug,) = 1/n. De plus, d’aprés Paxiome II,
cet élément engendre le groupe H2(F/E), qui est un groupe cyclique d’ordre #. Les
propriétés des opérations Inf, Res, Cor, s* vis-a-vis des invariants se traduisent sur
les uy, par les fornmiles :

Iof (ugy) = [F' : Fl.ug,, siF'oFoE,avec F'/E et F/E galoisiens.

Res(uge) = tge si FoE'oE, avec F/E galoisien.
Cor(ug,) = [E' : E].ttp ) — — —
B = 5 (8gg) si F/E est galoisien et seG.

[En fait, on pourrait se donner les u,,, 4 la place de inv,. Il faudrait supposer
que H?(F/E) est cyclique d’ordre [F : E], de générateur uy, et que les u,,, vérifient
les deux premiéres formules écrites ci-dessus.]

Les classes u, vérifientles hypothéses du théoréme de Tate-Nakayama (Chap IX,
théoréme 14). Nous nous bornerons 4 énoncer i nouveau le théoréme de Tate :

TuroREME 1. Pour toule extension galoisienne F[E et tout neZ, I’homomorphisme
0*(F[E) : H*(Ge, Z) > H"%(Gyys, Ag) = A™3(FJE)
défini par x — ug..x (cup-produit), est bijectif.

Si FoE'5E, avec F/E galoisien, les homomorphismes 9" commutent avec la res-
triction et la corestriction. Cela résulte des formules écrites ci-dessus pour les ug, et
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de formules relatives au cup-produit. Faisons la vérification, par exemple, pour
la restriction. On doit montrer que :
Resgrp (Upje . ) = tgre - Resgye ()

pour tout x € AYG,, Z).

Or le premier membre est égal & Resy g, (1) . Resgy,, (x), d’aprés Cartan-Eilen-
berg [13], Chap. XII, p. 256. On en déduit bien le résultat cherché.

Si F' 5F>E, avec F'[E et F/E galoisiens, les homomorphismes §” ne commutent
pas avec Uinflation Inf: HF'/E) - H"(F/E}, n > 0, mais on a :

Info 0°(F/E) = [F' : F].0*(F'/E) o Inf
cela se voit comme ci-dessus.
Cas  particuliers. On a HY(Gp, Z) = Hom (G, Z) = 0, d’oit HS(F/E) = 0.
D’autre part, la suite exacte :
0+Z->Q—->QZ—~0

montre que H?(Gy,, Z) s’identifie au groupe Hom (G,,, Q/Z), c’est-a-dire au
groupe des caractéres de degré 1 de Gg)g; on a donc HA(F/E) = Hom (Ggp, Q/Z).
Mais, bien entendu, le cas particulier le plus important est z = — 2. On sait

en effet que I-2(G,, Z) s’identifie au groupe G, rendu abélien, groupe que nous
noterons Gz ou Gge/G{; (un isomorphisme explicite a été¢ donné au Chap. VII,
§ 4). D’autre part, on a:

ﬂ”(F/E) = AE/NFIBAF

en notant N I'opération de norme dans le Gg;z;-module A;. On voit donc que §-2
définit un isomorphisme

0: G;IE - AE/NPIEAF‘

Si u est un 2-cocycle de la classe ug, un calcul de cup-produit (annexe, lemme 4)
montre que l'on a:

o(s) EZ u(t, 5) mod. Ng.Ag, seG.

1EG
1’isomorphisme réciproque de 6 est appelé lisomorphisme de réciprocité, et noté :
a — (a, F|E), acA,, (a, FIE) € Gif.

La proposition suivante donne une caractérisation commode de I'élément (g, F/E) :

ProrosrmioN 2. Soit y e Hom (Gyy, QZ) un caraciére de degré 1 du groupe Ggy (08
du groupe Ggg, cela revient au méme). Pour lout s GZ,, posons

(9 =x(s5) = Q2.

SERRE 12
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Soit d’autre part dy € H2(Gy,q, Z) U'image de y par le cobord assacié & la suite exacte
0—+Z->Q—>QZ—0.
Enfin, si a€A,, notons @ P'image de a dans FO(F|E). Avec ces notations, on a la formule
(*+%) (6 (@ F[E)) = inv, (@.dy)

on a.dyeHA(F|E) désigne le cup-produit des classes de cohomologie @ ef dy.

[La formule (***) caractérise bien (g, F/E) dans le groupe abélien G, puis-
qu’elle donne son produit scalaire avec tout élément du groupe dual.]

Pour simplifier ’écriture, nous poserons s, = (a, F/E); si s e G, nous noterons 3
Pimage canonique de s dans H-%(Ggyg, Z) = G, Par définition méme de 6, on a :

Up-Sa =3 dans %G, Ag).
En utilisant Passociativité du cup-produit, ceci donne :
@.dy = g (Saudy),  avec S,.dy € (Gyp, Z).
Vu la commutation du cup-produit avec d, on a :
So-dy = dSauy),  avec Fauxe AN (Ggy, Q/Z).

Si n = [F : E], on peut identifier H*(Ggg, Q/Z) avec le sous groupe %Z/Z de ses

éléments d’ordre divisant n, et le cup-produit F,.y s’identifie alors & (y, 5., cf.
annexe, lemme 3. Si ’on écrit (y, s.) = r/n, avec re Z, on doit calculer

d(r[n) « A(Gy, Z)
et un calcul immédiat montre que d(r/n) = r. On en déduit que 8,5 (Fo. dy) = r. gy,
et linvariant de cette ‘classe de cohomologie est donc r/n, c’est-a-dire justement
(s Sap, coq.fid.
Propridtés fonctorielles de Papplication de réciprocité.

Elles sont résumées par les quatre diagrammes commutatifs ci-dessous.

A, POE A A, A
m | (@ | |
can. Ver
Grlx' G;Ix Ggls G:‘IK'
: ]

Ax-: ';"' A,y Ax = An

@ | | @ | o
A s* e " proj. A
GFIE G: Flik GP' IE F/E*

Dans le diagramme (1), on a F 5 E’ 5 E, avec F[E galoisien, et G, est sous-groupe
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de Gyg; ceci définit un homomorphisme de G&; dans GZ., appelé canonique.
Le diagramme est commutatif, car les deux fléches horizontales ne sont autres que
des homomorphismes Cor, pour n =0 et n = — 2.

La situation est la méme dans le diagramme (2) que dans (1). On note Ver le
transfert (Chap. VII, § 7). Le diagramme est commutatif car les deux fléches hori-
zontales ne sont autres que des homomorphismes Res, pourn =0 et n = — 2.

Dans le diagramme (3), on a s G; 'homomorphisme s* : A, — A . applique
a sur s.a; ’homomorphisme analogue sur Gg,; applique ¢ sur sis~1. La commutati-
vité résulte d’un simple transport de structure, compte tenu de ce que

s*(Ugg) = tpppe
Dans le diagramme (4), on a F' 5F 5 E, avec F/E et F'[E galoisiens. La commu-
tativité ne résulte pas ici de celle de Pinflation mais elle se voit directement sur la
caractérisation de (a, F/E) donnée dans la proposition 2.

Le symbole (a, *|E).

La commutativité du diagramme (4) ci-dessus permet de passer 4 la limite
sur des extensions croissantes F/E, E restant fixe. De fagon précise, définissons % (E)
comme la limite projective des G2, lorsque F parcourt I’ensemble ordonné filtrant
des extensions galoisiennes de E. Dans le cas de la théorie de Galois, #(E) est le
groupe de Galois (topologique) de I’extension abélienne maximale du corps E.
Si a e Ag, la commutativité du diagramme (4) montre qye les (2, F/E) sont cohérents,
et définissent donc un élément de %(E), élément que I'on notera (a, */E). On
obtient ainsi un homomorphisme canonique :

A, - U(E).

Si E'/E est une extension quelconque, en passant 2 la limite sur les diagrammes (1)
et (2) on obtient des diagrammes commutatifs

norme incl.

Alx' > ‘Ix Ay ——— All-:'
(1) (2)
' A(E") —22, o(E) *az(lE)_YE,u(E')

Le diagramme (3) donne la formule :
(s.a,*|sE) = s.(a, *|E).s~%.

Exercice,. Montrer que H( /E) = 0 pour ¢ > 3, pourvu que, pour tout entier n, il existe
une extension F/E de degré multiple de n.

§ 4. Extensions abéliennes et groupes de normes

Soit E'/E une extension (galoisienne ou non), et soient 5; des représentants des
classes A gauche de G, mod.G,. Pour tout élément 2’ e A, on posera

Npjela') = Y si.a's
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On vérifie tout de suite que N, .(2') ne dépend pas du choix des s5; et que c'est
un élément de A;. L’homomorphisme

Ngg : Ap = Ag

sappelle 1a norme. Dans le cas galoisien, on retrouve la définition habituelle.

DEFNtTION. Un sous-groupe 1 de A, est appelé un groupe de normes $il existe une extension
E'E telle que Ny (Ag) = L
Lorsque E’'/E est une extension abélienne, I'isomorphisme de réciprocité

Ayf N, IzAx' > Gge

montre que N, A., est un sous-groupe d’indice fini de A, cet indice étant égal au
degré [E’ : E]. La proposition suivante rameéne le cas général au cas abélien :

ProPOSITION 3. Soit E'[E une extension, et soit E” la plus grande extension abdlienne de
E contenue dans E'. On a alors

Nijg(Ax) = Neye(Agr)-

Soit F une extension galoisienne de E contenant E’, et soit G = G son groupe
de Galois. Soit H = Ggy. Le groupe de Galois de F/E” est alors G'.H.

Soit aeNg- e (A;r). On a (g, E"/E) =1 dans G/G'.H, ce qui signifie que
P'élément (2, F/E) de G/G’ est dans I'image de 'homomorphisme H/H' — G/G'.
La commutativité du diagramme (1) du § 3 et le fait que A, — H/H' est surjectif
montrent qu’il existe 2’ e Ag tel que

(Ngjea', FJE) = (a, F/E).
On en déduit qu'il existe 2" e A, avec Ngpa” = N, ea' —a, d’olr:
2 = Ng jp(@' — Ngjga’)

\

ce qui montre que Nup(Apr) €N p(Ag). L'inclusion opposée résulte de la tran-
sitivité des normes.

CoroLLAIRE. Le groupe de normes Ny, A;, est d’indice fini dans Ay; cet indice divise
[E’ : E), et lui est égal si et seulement si E' est une extension abélienne de E.

En effet, on a (Ag : NyyeAg) = [E” @ E], qui divise [E’ : E], et Pégalité a lieu
si et seulement si E' = E'.

Soit F/E une extension abélienne; pour simplifier I'écriture, on posera
I; = NeAe

PrOPOSITION 4. Lapplication ¥ — 1, est une bijection de ensemble des extensions abéliennes
de E sur Pensemble des groupes de normes de A; cette corvespondance renverse Uinclusion, et
Pon a:

Lp =LNI, Leae = Ie + I
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De plus, tout sous~groupe de Ay qui contient un groupe de normes est un groupe de normes.

Si F et F’ sont deux extensions abéliennes, F.F’ est une extension abélienne, et
I.r cI;nl,; inversement, si ael NI, Pédément (a, F.F'[E) de G, a une
image triviale dans Gy et Gg ), donc est trivial, ce qui montre que ael, .
En particulier, si I;>1I,, on voit que I, =1, d’ou [F.F': E]=[F: E] et
F’ cF. On en déduit que la correspondance F — I est bijective et renverse 'inclu-
sion. Les autres assertions de la proposition sont immédiates.

I1 résulte de la proposition précédente que les groupes de normes définissent sur
A, une topologie. Si’on note A le complété-séparé de A pour cette topologie, on a
(par définition) :

A, =lim A/l (I parcourant les groupes de normes)

et le symbole (a, */E) définit un isomorphisme de A, sur le groupe topologique %A(E) du§ 3.
La topologie que nous venons de définir sur A; est appelée parfois la topologie
« normique », pour la distinguer de celle qui intervient dans le théoréme d’existence.

§ 5. Le théoréme d’existence

Il s’agit de caractériser les groupes de normes de A;. Pour cela, on supposera que
I’on s’est donné sur chacun des A, une topologie, compatible avec la structure de
groupe de A,, et telle que si EcF, 1a topologie de A, soit induite par celle de A,, et
que, pour tout s G, ’application 2 — 5.2 soit une application continue de Ay dans
A,;. Ces conditions entrainent que ’application Ny : Ay — A, est continue.

Nous allons imposer 4 ces topologies les axiomes IXI-1, I1I-2 et III-g ci-dessous,
et nous verrons que ’on peut alors caractériser les groupes de normes comme les
sous-groupes fermés d’indice fini de A; (théoréme 2).

AxioME IXI-1. Pour foute extension F|E, Uapplication
Npe : Ap > Ay

a une image fermée et un noyau compact.

[Lorsque A; et A, sont localement compacts dénombrables 4 'infini — ce qui
est le cas dans toutes les applications — 'axiome III-1 signifie que Ny, est une
application propre.]

Comme N, Ap est fermé, et d’indice fini dans Ay, c’est un sous-groupe ouvert
de A; (son complémentaire est fermé, car c’est une réunion finie d’ensembles fermés).
En particulier la topologie donnée sur A, est plus fine que la topologie normique.

DerniTioN. On appelle groupe des normes universelles de E, et on note D, Uintersection
de tous les groupes de normes de E.

Si aeA;, on a aeDy si et seulement si (g, F/E) = 1 pour toute extension
abélienne F/E; le groupe D, est donc le noyau de ’application de réciprocité
A; — A(E).
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ProposiTION 5. Pour toute extension F/E, on a NgeDp = Dg.

L’inclusion Ng,D.cD; résulte de la transitivit¢ des normes. Inversement,
soit ae Dy, et soit F' une extension de F; notons K(F') ’ensemble des b A, dont
1a norme dans E est égale A 4, et qui sont normes d’éléments de F'. On a :

K(F) = Np/eAr NNgx(a)
ce qui montre que K(F') est compact; de plus, puisque ae Dy, on a 2 = N¥’, avec

b € A,., et’image de &' dans A appartient 3 K(F'), qui est donc non vide. Lorsque
F' varie, les K(F') forment une famllle filtrante décroissante de sous-espaces compacts

non vides de A;; leur intersection est donc non vide, et si be ﬂK(F’ ), il est clair
que beD, et que N, (4) = a, c.q.fd.

AxioME II1-2. Pour tout nombre premier p il existe un corps E, tel que, pour E> E,, I'appli-
cation 9, : x — px de Ay dans lui-mime vérifie la condition suivanie :

(3) Le noyau de ¢, est compact, et son image contient Dy.
[Cest le seul axiome dont la vérification soit difficile dans les applications.]

ProrouiTION 6. Pour tout corps E, le groupe Dy est divisible, et égal & ﬂ n.Ag.

Nous allons d’abord montrer que, pour tout corps E, et tout nombre premier
p, on a Dy = p.D,. Soit aeDg et soit F une extension de E contenant E, (i.e.
« suffisamment grande »); soit L(F) P'ensemble des beA; tels que pb=a et
b eN,;:Ap; c'est un sous-ensemble compact de Ag. On a L(F) # p; en effet, d’aprés
la proposition 5, on a 4 = Ng;,x, avec x € D, d’olt x = py, avec ye A,, et on peut
prendre b = Nz y. On en conclut comme ci-dessus que I'intersection des L(F) est non
vide. Si & appartient A'cette intersection, on a pb = a et he Dy, ce qui démontre
notre assertion.

On tire de 14 le fait'\que D, est un groupe divisible. On a donc en tout cas

Dscﬂn.AE.

Inversement, si a e nn.A,,_, et si F/E est de degré », on 2 a =n.b, beA,, don
@ = Nggb, ce qui montre que aeDg, c.q.fd.

AxioME III-3. Il existe un sous-groupe compact Uyp de Ay tel que tout sous-groupe ferme
d'indice fini de Ay qui contient Uy soit un groupe de normes.

THEOREME 2. Supposons les axiomes 11I-1, I11-2, I11-3 vérifiés. Pour qu'un sous-groupe
de A, soit un groupe de normes, il faut et il suffit qu'il soit fermé et d’indice fini dans A,.

On sait que ces conditions sont nécessaires. Soit I un sous-groupe de A les
vérifiant; si (Ag : I) =n,onan.A,cl, d’oit Dyc I d’aprés la proposition 6. Si N
parcourt ’ensemble des groupes de normes, on a donc

ﬂ (NnU,) =D, NnU, L.
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Comme les N Uy sont compacts, et que I est ouvert, il existeun N telque NN U c L.
On a alors ’inclusion :

NN(Ug + (NAD) e .

En effet, si a appartient A cette intersection, on peut écrire @ = a' + a', avec
deUgeta"eNnNI;onad =a—a"eN,dol1d eUNNet ¢ el, ce qui montre
bien que ael.

Le groupe NI est fermé et d’indice fini (I'intersection de deux sous-groupes
d’indice fini étant d’indice fini); donc Uy + (NNI), qui le contient, est fermé,
d’indice fini, et contient Ug; d’aprés III-3, c’est un groupe de normes. Il en est
alors de méme de NN (Ug 4+ (NNI)) (proposition 4), donc de I (proposition 4),
c.q.fd.

Exemple. Dans le cas du corps de classes local, on prend Ay = E*, et 'on munit E*
de la topologie induite par celle de E, qui en fait un groupe localement compact.
L’axiome III-1 est trivial. Dans l’axlome III-3, on prend pour Ug le groupe des
unités; la suite exacte

0>U;>E*>Z >0

montre que les sous-groupes d’indice fini de E* contenant Uy sont les images réci-
proques des sous-groupes n.Z de Z; ils sont groupes de normes. pour les extensions
non ramifides de E. On montre de plus que Dy = 0. On en déduit la structure du

groupe topologique A(E) = A, : on a une suite exacte :
0>Ug>%AE)>Z >0

ol Z désigne le complété de Z pour la topologie définie par les n.Z (c’est le produit
des groupes additifs Z,, p premier). Nous reviendrons l1a-dessus au Chap. XIV, § 6.



ANNEXE

Quelques calculs de cup~produits

Notations. On désigne par G un groupe fini, et par A, B, ..., des G-modules. Si
est un élément de A invariant par G (resp. tel que Na = 0), on note @® (resp. a,)
son image canonique dans le groupe A*(G, A) (resp. H-1(G, A)).

LemMe 1. Soient A et B deux G-modules, et soit ae A%; soit fo: Z— A le G-homomor-
phisme qui applique 1 €Z sur ac A. Soit er"(G, B). Le cup-produit
#.x<A"G, A®B)

pst dgal & Uimage de x par I'homomorphisme ;@1 : B - A® B.

Faisons la démonstration pour n > 0, par exemple. Pour n = 0, on a effecti~
vement @.x = ( f,®1)(x), par définition méme du cup-produit. Raisonnons par
récurrence sur z. On sait qu’il existe une suite exacte de G-modules

' 0->B->B B >0

ou B est un G—modul(\: induit, et o B est facteur direct dans B’ pour sa structure
de groupe abélien. Oh peut alors écrire x = dy, avec ye A™1(G, B), d'oir

Dx=a.dy=4d@.y)
et 'hypothése de récurrence, appliquée au produit 7°.y, donne le résultat cherché.

LeMME 2. Soit a e A un élément tel que Na = 0, et soit f un 1-cocycle de G & valeurs dans B;
soit f €eHYG, B) la classe de cohomologie de f. On a alors :

Gp.f =2  dans A%G,A®B),  avec ¢ =— ZGm@f(t).
15
On choisit une suite exacte
0—>B—+B B -0

vérifiant les mémes propriétés que ci-dessus. Comme HY(G, B') = 0, il existe
b eB' tel que f(¢) = ¢.6' — b'. Soit 4" e (B")® I'image de b’ dans B". On a :

F =d(®)  dans H\(G, B).
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d’olt @,. f = —d(a,.b"), puisque 3, est une classe de cohomologie de degré impair.
D’aprs le lemme 1, on a 3,.5" = 2@ 5. On en déduit (compte tenu de ce
que Popérateur 4 : A-1(G, A®B") - HYG, A®B) est défini par la norme) :

dg.f =—72  avec ¢ = N(a®b') =Zta®tb’

{EG

Or ceci peut s’écrire :

c= 208 () +¥) = a0 £ ()

puisque Nz = 0, c.q.f.d.
Considérons maintenant la suite exacte :
0—I—>ZG]>Z—0
et, pour tout seG, notons i, I’élément s— 1 de I. On a donc (Doeﬂ"(G, I).
Soit e A~%G, Z) tel que d5 = (i,),. L'application s — § définit par passage au
quotient Pisomorphisme canonique de G|G’ sur H~%(G, Z), of. Chap. VII, § 4.

LemMe 9. Soit B un G-module et soit f: G — B un 1-cocycle de G & valeurs dans B. Soit
3 ocy
feBYG, B) la classe de cohomologie de f. Pour tout seG, on a :

5./ =F, das H-YG, B).

[On a identifié les G-modules Z®B et B]

L’homomorphisme 4: H-}(G, B) - A%G, I®B) est un isomorphisme. Il
suffira donc de montrer que les images par 4 des éléments 5. f et f (s}, coincident.
Vu la définition de d, on a :

d(f(s)e) = %% avec x=ZGt®t.f(5).

D’autre part, on a :

W5.F) = @oF =P avec y=—DtiBf()

tEG

en vertu du lemme 2.
Ceci s’écrit :

y=2 =98
=210/ (1) — 2460 (1)

1EG
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Mais f(ts) = f{¢) + t. f(5), et la somme Fts® f(£) peut étre écrite sous la forme
Y@ f(8s5) — Et.r@tf(s) Le premier terme se détruit avec Y@ f (1), etil reste:

7= 681 £(s)

1EG

On a donc x—y = Y, {(1—s) ®¢.f(s) =N({1—5)® f(5)), ce qui montre bien
que ¥ =3°, c.q.f.d. ‘€6

LeEMME 4. Soit B un G-module, et soit u : G X G — B un 2-cocycle de G & valeurs dans B.
Soit ae H(G, B) la classe de cohomologie de u. Pour tout s€G, on a:

5.4 = a% avee a =Zu(t, ).
1€G

Soit 0 = B — B’ — B” — 0 une suite exacte de G-modules, ol B’ est un G-module
induit. Puisque H3(G, B') = 0, il existe une 1-cochaine /' : G — B telle que :

a(x 3) =x.f'(0)—f(®) +f'(x), xyeG.
En composant avec B’ — B”, on obtient un i-cocycle f* : G — B dont la classe de
cohomologie f* vérifie d(F7) = & On en déduit :

5.8 =5.d(7") = d5.77) = d(F",) (lemme 3)

= $)°.
On est donc ramené A calculer a = N(f'(s)) = 3, ¢. f'(s). L’identité :
166

u(t, s) = £.f1(s) —S"(65) +1'(¢)

donne par sommation :

Zu(t, 5= a—2f’(tx) +Zf’(t) =g, cq.fd
€6 1€G I1€G
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CHAPITRE XII

GROUPE DE BRAUER
D’UN CORPS LOCAL

Dans tout ce chapitre, la lettre K désigne un corps complet pour une valuation
discréte . On note A 'anneau de o, et K son corps résiduel.

§ 1. Existence d'un corps neutralisant non ramifié

TutorkMe 1. Supposons que le corps résiduel K soit parfait. Tout dlément du groupe de
Brauer B, de K est alors décomposé par une extension finie non ramifide de K.

Soit K., I’extension maximale non ramifiée de K. On sait (Chap. X, § 7,
exemple (b)) que son groupe de Brauer est nul. Si ae By, I'image de a dans By,
est donc nulle, et comme K,, est réunion filtrante croissante de sous-extensions
finies non ramifiées K’ de K, il s’ensuit que I'image de a dans I'un des B,, est nulle.

[Nous avons utilisé le fait suivant, dont la vérification est triviale : si un corps
E est réunion d’une famille filtrante croissante de sous-corps E,, I’ homomorphlsme
canonique 11m Bg, — By est un isomorphisme.]

CoRrOLLAIRE. Le groupe de Brauer de K s’identific & H?(K,,./K).

C’est une traduction du th. 1.

Remarques. 1) L’hypothése suivant laquelle K est parfait ne peut pas étre supprimée,
cf. Chap. XIV, § 5, exer. 2.

2) La démonstration du théordme 1 donnée ci-dessus repose en définitive sur les
calculs de norme du Chap. V. Le lecteur trouvera au paragraphe suivant une autre
démonstration, basée sur Pinterprétation du groupe de Brauer au moyen des classes
d’algebres centrales simples.

Exercices. 1. Montrer que H?( /K) = He(K,/K) pour tout ¢ > 0 (utiliser la suite spectrale
des extensions de groupes, obtenue par passage 4 la limite 4 partir de celle des groupes finis,
< [37])-

2. Soit K un corps complet pour une valuation discrte, et soit L/K une extension galoisienne
finie, totalement ramifiée, de groupe de Galois G. Soit w : L* — Z la valuation de L.
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@) Montrer que I’homomorphisme A9(G, L*) - H(G, Z) défini par w est nul pour tout geZ.
(Construire une extension Ly/K, par le procédé de I'exer. 4 du Chap. 11, § 2; factoriser

w en L* — {¥  Z, et remarquer que f# est cohomologiquement trivial.)

b) En déduire une suite exacte :

0— ﬁ'l'l(Gy Z) iﬁ’(c’ U) —~ ﬁ"(G’ L*) —o.

Expliciter les cas particuliers ¢ = 1 et ¢ = 2.

¢) Soit x une uniformisante de L, et soit a e H}(G, U, ) la classe de I’homomorphisme croisé
s—n*—1 (en notation exponentielle). Montrer que 3(x) = a.x pour tout xefie-1(G, Z).
d) Soit V (resp. W) le sous-groupe de L* formé des éléments IIx:", ou x, parcourt L*

SEG

(resp. U, ). Soit G= le quotient de G par son groupe des commutateurs. Montrer que ’appli-
cation s —> n*~! définit par passage au quotient un isomorphisme de G2 sur V/W. (Appliquer
(a) avec ¢ = — 1.)

§ 2. Existennce d’un corps neutralisant non ramifié (démonstration
directe)

Soit D un corps gauche de centre K et de rang n2 sur K. Nous allons commencer par
définir sur D une «valuation discréte » prolongeant celle de K. On procede exac-
tement comme dans le cas commutatif (cf. Chap. II, § 2) :

Soit Nrd : D* — K* la norme réduiie (cf. Bourbaki, Alg., Chap. VIII, § r2).
Si x € D*, posons :

v'(x) = p(Nrd(x)), v’ (0) = + co.

L’application o' : D* >7Z est un homomorphisme; on a ¢'(x) =no(x) si x € K*
{car Nrd (x) = x" dans ce cas); soit 4 le générateur positif du sous-groupe »'(D*)
de Z; posons : \

w= %u’ .
L’application w : D* — Z est un homomorphisme surjectif.

ProposiTiON 1. 2) On a w(x) = %v(x) si xeK*,

b) On a w(x + ») > Inf (w(x), w(5)) e w(x) = w(x) + w(y).
c) Soit a un nombre réel striclement compris entre O et 1. Si Pon pose ||x||, = a*=) on obtient

une norme sur D; la topologie définie par cette norme est la topologie produit de D (identifié
2 K").

d) Pour qu'un élément x € D soit entier sur A, il faut et il suffit que w(x) soit > 0. L’ensemble
B de ces éléments est un sous-anneau de D.

Si L-est un sous-corps commutatif de D contenant K, et si xeL, Nrd (x) est
une puissance de N, x(x); cela se voit, par exemple, en se ramenant au cas ou L
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est maximal, auquel cas cela résulte de la définition de la norme réduite (Bourbaki,
loc. cit.). 11 S’ensuit que la restriction de w A L est un multiple de la valuation discréte o,
de L prolongeant »; cette remarque, appliquée au corps L = K(x~! ), montre que
w(r + x%y) > Inf (w(1), w(x~1y)), d’oll en ajoutant w(x) aux deux membres :
w(x 4 )} > Inof (w(x), w()), ce qui démontre b). L’assertion a) est triviale. On
en déduit que [|x||, est une norme sur D, et fait de D un espace vectoriel normé sur K;
comme K est complet, on en déduit c) (cf. Bourbaki, Esp. Vect. Top., Chap. I, § 2,
th. 2). Enfin, pour que x € D soit entier sur A, il faut et il suffit (cf. Chap. II, § 2)
que la valuation de x dans K(x) soit > 0, ce qui équivaut bien 4 dire que w(x) > 0.
Les formules b) montrent que B est un anneau.

LemuE 1. Supposons K parfait, et n > 2. Il existe alors un sous-corps commutatif L de D,
contenant K, non ramifié sur K, et distinct de K.

Supposons qu’un tel corps n’existe pas. Alors, pour toute sous-extension commu-
tative L de K contenue dans D, le corps résiduel L de L est égal A K (sinon, en effet,
le cor. § au th. § du Chap. III, § 5 montrerait que L contient une sous-extension
non ramifiée distincte de K). Soit = un élément de D tel que w(x) =1 (= est
une « uniformisante » de D), et soit #eB. Appliquant ce qui précéde au corps
L = K(b), on voit qu’il existe acA tel que w(b—a) > 1, ie. :

b=a + by, avec b,eB.
En appliquant ceci A &, et en itérant, on conclut que pour tout entier N, on a :
b=a+may + oo + 2 lay; + wVby, avec g€ A, byeB

ce qui montre que b est adhérent 3 K(x). Comme K(=) est un sous-espace vectoriel
de D, il est fermé (cf. Bourbaki, loc. cit., cor. 1 au th. 2), et 'on a b & K(x), d’olt
Bc K(x). Mais, pour tout xeD, on a ="xeB pour m assez grand. On a donc
D = K(x), et D est commutatif, contrairement 4 I'hypothése n > 2.

ProrosiTioN 2. Supposons K parfait. Il existe alors un sous-corps commutatif maximal de D
qui est non ramific sur K.

Procédons par récurrence sur n. Le cas » = 1 étant trivial, on peut supposer
n > 2. D’aprés le lemme 1, il existe une sous-extension non ramifiée K'/K, contenue
dans D, avec K’ = K. Soit D’ le commutant de K’ dans D. Le corps gauche D’ a
pour centre K’ (théoréme de bicommutation, cf. Bourbaki, 4lg., Chap. VIII, § 10,
th. 2) et son degré est < n%. D’aprés 'hypothése de récurrence, il existe un sous-corps
commutatif maximal L de D', contenant K/, et non ramifié sur K'. Le corps L est
non ramifié sur K. De plus, on a:

[L:K]=[L:KJ][K:K}?=[D: KK :K}*=[D:K]K :K]
= [D : K] (cf. Bourbaki, Joc. cit.)

ce qui montre que L est un sous-corps commutatif maximal de D, et achéve de
démontrer la proposition.
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Le théordme 1 résulte directement de la proposition précédente, puisqu’un
sous-corps commutatif maximal d’un corps gauche est corps neutralisant pour ce
corps gauche.

Exercices. 1) a) Montrer que B est un A-module libre de rang n3. (Utiliser la trace réduite,
ou bien raisonner comme au Chap. II, § 2.)

b) Montrer que tout idéal de B est bilatére, et égal, soit 4 0, soit 4 ’ensemble des.xeD tels
que wix) >n (n=0, 1, ...).

¢) Déduire de b) que tout B-module de type fini sans torsion est libre.

2) Soit B = B/xB. Montrer que B est un corps gauche. Si I’'on pose ¢ = [B : K], et si e est
I'mndice de ramification de w par rapport 4 v (i.e. I'entier % dela prop. 1) montrer que ¢p = n2.

3) On suppose que K est parfaitt On note E le centre de B, et I'on pose
[E : K] =, [B :E] =

On a erf? = n?. Montrer que tout sous-corps commutatif de B est de degré < nsur K (relever
dans B un élément primitif d’un tel corps); en déduire que ¢f < n. En utilisant la prop. 2,
montrer qu'il existe un sous-corps de B de degré n sur K, et en déduire que ¢f = n, d’otr
e=2¢.

4) Les hypothéses et notations étant celles de ’exercice précédent, définir la différents de B
par rapport 4 A au moyen de la trace réduite. Montrer qu’elle est égale a B si et seulement si
e=1,

[Pour plus de détails sur la structure de B, voir Deuring [19], Chap. VI, ou Schilling [54],
Chap. V.]
§ 3. Détermination du groupe de Brauer

On suppose A partir de maintenant que K est parfait.

ProrosiTION 3. Le groupe B, est réunion des sous-groupes H(L/K), o2 L parcourt Pen-
semble des extensions galoisiennes finies non ramifices de K.

En effet, ces extensions correspondent aux sous-extensions L de K., qui sont
finies et galoisiennes sur K| et la réunion de ces L est K,,; la réunion des L est
donc K,,.

Nous sommes ainsi ramenés 4 déterminer H?(L/K). Posons :
g = G(L/K) = G(L/K).
Considérons la suite exacte :
0-U, —»L* 2z50

ol1 # désigne la valuation de L (qui prolonge celle de K avec indice de ramification 1).
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C’est 12 une suite exacte de g-modules; de plus, cette suite « se décompose » :
le choix d’une uniformisante = de K permet en effet d’identifier L* A U x Z
de fagon compatible avec les opérations de g (bien entendu, il n’en irait plus de
méme si L/K éait ramifiée).

On en déduit donc la suite exacte décomposée de groupes abéliens :

0 — Hv(g, U,) - HY(L/K) — H?(g, Z) — 0, g>0.

Comme au Chap. IV, notons UL le sous-groupe de U, formé des aeU, tels
que v{1-—a) >n.

LemMme 2. Ona H(g, Ul) = 0 pour tout g > 1

Filtrons U} par les UL; les quotients Uf/UL+! sont isomorphes comme g-modules
au groupe additif L; ils ont donc une cohomologie triviale (Chap X, §1, prop. 1),
et le lemme 2 est un cas particulier du suivant :

LeMME . Soit ¢ un groupe fini, et soit M un g-module filtré par une suite décroissante M.,
n > 1, de sous-g-modules, avec M; = M. On suppose que M est séparé et complet pour la
topologie définie par les M,. Soit g un entier > 0. Si Ho(g, Ma[M.y,) = O pour tout n > 1,
ona Hg, M) = 0.

Soit p{gy, . - ., &) un g-cocycle de g A valeurs dans M. Puisque He(g, M ;/M.) =0,
il existe une (g — 1)-cochaine §, de g a valeurs dans M,, telle que l’on ait :

? =81+ 91 ¢1 étant un g-cocycle i valeurs dans M,.

On construit ainsi de proche en proche une suite (Y., p.) Ol Y, est une (g — 1)-
cochaine A valeurs dans M,, et g, un ¢g-cocycle i valeurs dans M, ,, avec :

¢ =814 o1
on = 8%nt1 + Paty
Posons & = ¢; + --- + da + ---. Vu les hypothéses faites sur M, cette série

converge ¢t définit une (g — 1)-cochaine de g 4 valeurs dans M. En sommant les
égalités précédentes, on voit que ¢ = 34, ce qui démontre le lemme.

Revenons 2 la cohomologie du groupe U,. On a une suite exacte de g-modules :
0->Ul U, »>L* 0.
Compte tenu du lemme 2, on en tire :
He(s, U,) = He(g, L*) = H'(L/K), g¢>1.

En résumé :
SERRE 13
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ProposITION 4. Soit L{K une extension galossienne finie non yamifice, de groupe de Galois g.
On a la suite exacte décomposée suivante :

0 - HY(L/K) - H/(L/K) - Ho(g, Z) -0, g> 1.
En passant A la limite sur L, on obtient :

COROLLAIRE. Soif § le groupe de Galois de K..[K. On a la suste exacte décomposée :
0 - He( /K) -~ H/K.,/K) - H(g, Z) >0, ¢>1.

(Noter que g est aussi le groupe de Galois de K,./K, oit K, est la cloture algé:
brique de K.)

Faisons maintenant ¢ = 2. Le groupe H2( /K) n’est autre que le groupe de
Brauer Bi de K; de méme, H2(K,/K) s’identifie & By (cor. au th. 1), Il reste & expli-
citer H2(g, Z). Or on a la suite exacte : '

0->Z—-Q—>Q/Z—0.
Comme Q a une cohomologie triviale, on en déduit un isomorphisme
Hom (g, Q/Z) — H(g, Z)

d’ailleurs déja utilisé au Chapitre précédent. Le groupe Hom (g, Q/Z) est bien
entendu le groupe des homomorphismes continus de g (c’est-a-dire ceux dont le
noyau est ouvert); nous le noterons X(g), et nous 'appellerons le groupe des caracttres
de g (c’est le dual, au sens de Pontrjagin, du groupe g rendu abélien). On obtient
donc finalement le résultat suivant, dit & Witt [72] :
i

TutorREME 2. Soit K un corps complet pour une valuation discréte de corps résiduel payfait K.
Soit g le groupe de Galois de la cloture algébrique de K sur K, ez soit X( ) son groupe des
caractires. On a la suite exacte décomposée : '

0 - Bz - B, —> X(g) — 0.

(La décomposition de cette suite résulte du choix d’une uniformisante = de K,
on I’a vu.)

Remarque. L’homomorphisme Bg — B, s’interpréte particulitrement bien dans la
théorie ’Azumaya-Auslander-Goldman : dans cette théorie, le groupe de Brauer B, de A
est défini, et le caractére fonctoriel du groupe de Brauer montre que B, s’envoie A
la fois dans B; et dans B;. Comme le premier homomorphisme B, — Bz est un
isomorphisme ([10], th. 31, ou [g], th. 6. 5), on en déduit bien un homomorphisme
B, — B, et I'on vérifie qu’il coincide avec celui du th. 2.

Exercices. 1. Les hypotheses sur K étant celles du th. 2, on suppose en outre que le groupe

de Brauer de K est nul. Montrer que tout élément de By d’ordre n est décompos¢ par une
extension cvclique non ramifide de K de degré n, et par une seule.
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2. Les hypothéses sur K étant celles du th. 2, soit L/K une extension finie, d’indice de rami-
fication égal 4 e. Démontrer l1a commutativité du diagramme suivant :
0 — Bz —= By — X(3x) — 0
Res l Res l e.Res l

0 — By —> B, —>X(g,) —>= 0.

3. Soit K un corps complet pour une valuation discréte de corps résiduel K; on ne suppose
pas que K soit parfait. Soit B} le sous-groupe de By formé des &léments décomposés par K,,.
a) Montrer que la suite exacte du th. 2 s’applique 4 B.

b) Soit p 1a caractéristique de K. Montrer que tout élément de B, d’ordre premier 4 p appar-
tient 4 B4. (Représenter un tel élément par un corps gauche D de centre K, et de rang n?
sur K; noter que (n, p) = 1 d’aprés ’exer. 3 du Chap. X, § 5; reprendre les raisonnements
du § 2, et en déduire que D contient un sous-corps commutatif maximal qui est non ramifié
sur K.) '



CHAPITRE XIII

CORPS DE CLASSES LOCAL

La théorie usuelle du corps de classes local s’occupe de corps complets K dont le
corps résiduel K est fini. Comme I’a montré Moriya (voir aussi Schilling [54] et
Whaples [71]), Phypothése de finitude faite sur K peut étre remplacée par une
hypothése plus faible (celle que K est « quasi-fini », au sens du §2); c’est dans ce
cadre que nous nous plagons.

Le dernier paragraphe contient un résultat de Dwork [21], utile 4 la fois pour
des calculs explicites de symboles locaux et pour faire le pont avec le point de vue
« proalgébrique » de [59].

§ 1. Le groupe 2 et sa cohomologie

Nous noterons Z le complété du groupe Z pour la topologie des sous-groupes d’indice
fini; C’est un groupe compact totalement discontinu, qui s’identifie & la lLmite
projective des groupes Z[nZ. En décomposant ces groupes en leur composantes p-primaires,
on voit que Z est canoniquement isomorphe au produit [[Z, (# par courant
Pensemble des nombres premiers).

Posons g =Z, et go = nZ; ona g = _l(lin 8/3a, et tout sous-groupe ouvert de g
coincide avec 'un des g,. Soit A un g-module topologique au sens du Chap. X, § 3.
Le générateur canonique 1€ Z définit un automorphisme F de A; dire que A est
un g-module fopologique signifie que pour tout ae A, il existe un entier n tel que
Fra = a. Le groupe A est donc réunion des sous-groupes A, et ceux-ci sont des

g/ga-modules. Les groupes de cohomologie de g 4 valeurs dans A sont définis par
la formule :

*) He(g, A) = lim Hr(gfga, A%).

On a évidemment H%g, A) = A% Pour HY, on trouve



§ 1 CORPS DE CLASSES LOCAL To197

ProrosiTioN 1. Soit A’ le sous-groupe de A formé des ae A tels qu’il existe un entier n
avec (1 +F4+... +F-Ya=0. Or a:
Hi(g, A) = A'[/(F—1)A.
(L’isomorphisme s’obtient en attachant i tout 1-cocycle ¢ : g — A la classe de
¢(1) dans A/(F—1)A.)
Cela résulte, par passage 4 la limite, de la formule (*) et de la détermination du
H! d’un groupe cyclique.

CoROLLAIRE. Le groupe dual X(g) de o sidentific & Q/Z.
En effet, ce groupe n’est autre que Hl(g, Q/Z), g opérant trivialement sur Q/Z.

Remarque. Le groupe A’ de la prop. 1 contient le sous-groupe de torsion A, de A. En effet,
si ae Ay, on a d’une part F"a = a pour m assez grand, et na = 0 pour z assez grand.
On en conclut que

(r+F+- £ Flg=nF"a=0
ce qui montre bien que ae A’
ProrosiTioN 2. Si A est soit unlgroupe divisible, soit un groupe de torsion, on a H3(g, A) = 0.
Supposons d’abord A fini. On a H?2(g/g., A%) = AYN,A, avec
Ne=1+F+ - 4 F1,
Soit m un entier > 1. On vérifie sans difficultés que P’homomorphisme
AS/NLA3* — AS/N, A

qui intervicnt dans le systtme inductif (*) est induit par la multiplication par m.
Si m est multiple de I'ordre de A, cet homomorphisme est donc nul, ce qui prouve
bien que h_»m H2(g/ga, Adn) est nul.

[Variante : soit E un groupe compact totalement discontinu, extension de g
par A. En relevant dans E le générateur canonique de g, on définit un homomor-
phisme section g —E, ce qui montre que DPextension E est triviale. D’ol
H*(g, A) =0.]

Si A est de torsion, on a A =lim A,, oil les A, sont finis et stables par g, d’ol1
HYg, A) =limH}g, A) =0.

Supposons enfin A divisible. Si 7 est un entier > 1, soit »A le noyau de I'’homo-
thétie de rapport n dans A. La suite exacte :

0>A—>AS A0

donne la suite exacte de cohomologie :

H%(g, .A) — H2(g, A) - H¥g, A).
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D’aprés ce qui préctde, on a H?(g, ,A) = 0. La multiplication par n est donc
injective dans H?(g, A). Comme ce groupe est un groupe de torsion (cf. la
formule (*) par exemple), il est donc nul, c.q.f.d.

Exercices. 1. En utilisant le calcul de la cohomologie d’un groupe cyclique (cf. Chap. VIII,
§ 4), expliciter les homomorphismes :

H’(Q/Sm A,\'(.) —He (?‘/gnm’ AI"‘"‘)'

Montrer que, si ¢ = 2k ou ¢ = 2k + 1, ils sont induits par la multiplication par m".

En déduire que H(g, A) = 0 pour ¢ >> 3 et pour tout s-module topologique A.
2. Soit L un groupe libre (non abélien), et soit g son complété pour la topologie des sous-
groupes d’indice fini.
@) Montrer que, si i est un groupe compact totalement discontinu et si f: §—g est un
homomorphisme continu surjectif, il existe un homomorphisme continu s: g—§ tel que
f of = 1.
) En déduire que H2(y, A) = 0 pour tout g-module topologique A qui est soit de torsion,
soit divisible.

[Pour plus de détails sur ces questions, voir [20] et [113].]

§ 2. Corps quasi-finis

Soit tout d’abord g un groupe compact totalement discontinu quelconque, et
soit seg. Il existe alors un homomorphisme continu

firZ g

et un seul tel que f,(1) = s. Si ’on note multiplicativement le groupe g, on écrira s*
a la place de f(v), vgi.

Soit k un corps, soit k, une cloture algébrique de %, et soit Fe G(k/k). Nous
dirons que F munit k d’une structure de corps quasi-fini si les deux conditions suivantes
sont vérifiées :

1) k est parfait.

2) L'application v — F* est un isomorphisme de Z sur le groupe G(kiJk).

(On exprimera aussi la condition (2) en disant que F est un générateur libre de
Gkd/k)-)

En d’autres termes, un corps quasi-fini est un corps parfait £ tel que G(k/k)
soit isomorphe i Z, Pisomorphisme étant donné dans la structure.

Remarque. La définition précédente semble dépendre du choix de la cléture
algébrique £,. En fait, si & est une autre cléture algébrique de £, le groupe G(ki/k)
est canonigquement isomorphe 3 G (k/k), du fait qu’il est abélien; le choix d’un générateur
libre F de G(k./k) détermine donc automatiquement un générateur libre F' de
G(kifk).
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La théorie de Galois montre que les seules extensions finies de k contenues dans £,
sont les extensions cycliques k. formées des éléments invariants par F*. Inversement,
si k est un corps parfait, si pour chaque entier n il existe une sous-extension k./k
de k/k qui est cyclique de degré a, si ces extensions sont emboitées et ont pour
réunion £, et si 'on s’est donné pour tout n un générateur F, de G(k./k) de telle
sorte que 'image de F.. € G(kaa/k) dans G{k./k) soit F., alors k est un corps quasi-
fini.

Exemples de corps quasi-finis. a) Corps finis. Soit k un corps 4 g ééments, et soit &,
une cléture algébrique de k. On prend pour F la « substitution de Frobenius »
x — x%; il est bien connu que c’est un générateur libre de G(k/k), cf. par exemple

Bourbaki, Alg., Chap. V, § 11.

b) Soit C un corps algébriquement clos de caractéristique zéro, et soit ¥ = C((T)).
Pour tout entier n > 1, k, = C((T¥")) est une extension cyclique de degré » de k,
et la réunion k, des k. est une cléture algébrique de k (cf. Chap. IV, prop. 8). Un
générateur F, de G(ka/k) est défini par TV* — ¢, Tl ol a, est une racine primitive
n-idme de P'unité. Pour que les F, définissent un méme éément F, il faut choisir
les a, de telle sorte que (am)™ = aa, ce qui est possible (cf. Bourbaki, loc. cit);
lorsque C = C, on peut prendre g, = exp (2xi/n). On voit donc que £ est quasi-fini.

Il existe bien d’autres exemples de corps quasi-finis (cf. exer. 3) mais les deux
qui précédent semblent étre les seuls « non pathologiques ».

PROPOSITION 3. Soit k un corps quasi-fini, et soit F le géndrateur libre de son groupe de Galois.
Soit k' [k une extension de degré fini n, et soit ' = F*. On a alors F' e G(k.[k'), et F' munit
k' d'une structure de corps quasi ﬁm

C’est clair,

Chaque fois que I’on aura une extension finie d’'un corps quasi-fini, on la munira
de la structure de corps quasi-fini définie dans la proposition précédente.

PROPOSITION 4. Soit k un corpis quasi-fini, et soit ¥ le générateur libre du groupe de Galois
g = G(kJk).
a) Si weky est une rocine de Punité, il existe ye kY tel que w =yt~ (i.e. w = F(y}y).

b) Sik est de caractéristique # O, Uhomomorphisme F — 1 : k — k est surjectif.

On a H'(g, £¥) =0 (Chap. X, prop. 2); si I’on pose A =¥, on a donc
A' = (F— 1) A, cf. prop. 1; comme w appartient au groupe de torsion de A,
on a bien we A’, d’oll a).

On raisonne de méme pour b), en tenant compte de ce que Hi(g, k) est nul
(Chap. X, prop. 1).

PrOPOSITION 5. Le groupe de Brauer d’un corps quasi-fini est nul,

Posons encore g = G(k/k). Le g-module k¥ est divisible (puisque k, est algé-
briquement clos). D’aprés la prop. 2, on a donc H2(g, i¥*) = 0, c.q.f.d.
COROLLAIRE. §i k' est une extension finie d’un corps quasi-fini k, on a N(k'*) = k*.
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En effet, puisque cette extension est cyclique, H2(k'/k) est isomorphe a
k*/N(k'*), et 'on applique la proposition précédente.

Exercices. 1. Soit k un corps parfait, ct soit k, une cléture algébrique de k. On suppose que,
pour chaque entier n 2> 1, il existe une et une seule sous-extension de £, qui est de degré n
sur k. Montrer que £ peut &tre muni d'unc structure de corps quasi-fini,

2. Soit k un corps quasi-fini, et soit F le générateur libre de G (k,/k) qui soit donné. Pour quelles
valeurs de veZ Pélément F* est-il un générateur libre de G(kfk)?

3. a) Soit L/K une extension galoisienne de groupe de Galois isomorphe a 2, et scit Q la
cloture algébrique de L. Montrer qu’il existe une extension E de K, contenue dzns Q, et
qui est un corps quasi-fini. (Relever dans G(Q/K) le générateur canonique de G(L/K).)

b) Montrer que, si K est un corps premier, il existe une extension L/K ayant les propriétés
d: a) (pour K = Q, considérer le corps L’ engendré par toutes les racines de 'unité, «t

montrer que G(L'/K) admet 2 comme facteur direct; en déduire la construction du corps L
cherché.)

¢) Soient L et K comme dans b), et svit jTa.} une famille d’indéterminées. On pose
L’ = L(Ta), K’ = K(T.). Montrcr que L'/K’ est galoisienne et de groupe de Galois 2.

d) Déduire de ce qui précéde que, pour tout corps algébriquement clos Q, il existe un sous-
corps quasi-fini E de Q qui admet Q pour cléture algébrique.

§ &. Le groupe de Brauer

A partir de maintenant, et jusqu’a Ja fin de ce chapitre, K désigne un corps complet
poir une valuation discréte v dont le corps résiduel K est quasi-fini. Si K, désigne I’extension
maximale non ramifiée de K, on pose :

g = G(K../K) = G(K./K)

et on note F le générateur libre de g qui définit la structure de corps quasi-fini
de K.
D’aprés le théoréme 2 du Chap. XII, on a une suite exacte :

0By —>B,—>X(g)~>0

X(g) désignant le groupe des caractéres de g. D’aprés le corollaire A la prop. 1,
X(g) s’identifie 2 Q/Z. On obtient donc ainsi un homomorphlsme B, - Q/Z que
nous noterons inv,.

ProrositioN 6. Lhomomorphisme invy : By — QZ est un isomorphisme.
Cela résulte de la suite exacte écrite ci-dessus et du fait que B = 0 (prop. 5).

Il est nécessaire pour la suite de bien préciser la définition de inv,.
Considérons les isomorphismes suivants :

B, 2 Hig, K2) B mr, 2y S g, 0z L a2,
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ol « est linjection canonique de H2(K,,/K) dans By, ol B est induit par
v: K§ —Z, ol § est le cobord dans la suite exacte 0 > Z - Q — QJZ =0, et
ol enfin y fait correspondre 2 tout caractére y de g I'"élément x(F) e Q/Z. Par
construction méme, on a :

invg =vetloBoal,

ProrosrTioN 7. Soit L une extension de K, de degré fini n, et soit Resyy, : By — B,
I’ homomorphisme canonique de B, dans B, (cf. Chap. X, § 4, ainsi que Chap. XI, §§ 1, 2).
Ona:
inv, o Resy,, = n.inv,.
En d’autres termes, le diagramme :

B.—Q/Z

b

B, — Q/Z
est commutatif,

Démonstration. Commencgons par deux cas particuliers :
a) L[K est non ramifiée.
On peut supposer que L est contenue dans Ka,; on a alors K, = L,.; poscns
g. = G(K.,/L) = G(K./L) : c’est 'unique sous-groupe de g d’indice n.
Considérons le diagramme :

B, <= Hi(g, K2) 2 Ti2(g, Z) <— HY(g, 0/2) > @2
Resl le Resl ) Resl n
! ! ~! '
B, < H2(g,, K2) P> H2(g, Z) <— Hi(g,, @/Z) Y a/Z
ol tous les homomorphismes verticnux sont des homomorphismes de restriciion,
4 Pexception de celui situé A I’cxtréme droite qui est la multiplication par n. Tout
revient 4 montrer que ce diagramme est commutatif. La commutativité des carrés
ne faisant intervenir que des « Res » est évidente; reste le dernier carré :

\ | HY(g, 0/2) <~ oz
Resl nl
Hi(g., Q/Z) > Q/Z.
Si y e HY(g, Q/Z), on a ¢(y) = %(F). D’autre part Res () est simplement la res-

triction de y au sous-groupe g, de g, et le générateur canonique de g. est F* (cf. § 2).
On a donc

t'(Res (1)) = y(F") = nx(F)

d’oll la commutativité cherchée.
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b) LK est totalement ramifide (i.e. T = K).

L’extension K, /K est alors linéairement disjointe de L/K, et L. = K,L.
Le groupe g est le méme pour K et pour L. Considérons le diagramme :

B, < M, K2) B (g, 7) < HIGg, Q1) > 02

Rl ) O B

1
B, < H(, 1) B H2(g, 7) <— Hi(g, 0/2) T~ a2,

ol { est induit par l'injection de KX dans L. La commutativité du premier carré
est évidente; celle du second résulte de ce que la valuation w de L, prolonge la
valuation » de K., avec l'indice de ramification ¢ = n; ctlic des autres carrés est
triviale. La proposition en résulte dans ce cas.

Dans le cas général, L est extension totalement ramifiée d’un corps intermé-
diaire K’ qui est non ramifié sur K (cf. Chap. III, § 5, cor. 3 au th, 3), et 'on est
ainsi ramené aux deux cas précédents, c.q.fd.

CoOROLLAIRE 1, Les hypothéscs et notations étant celles de la proposition 7, pour qu’un élément
ae B, soit décomposé par 1., il faut et il suffit que Pon ait na = 0.

En effet, dire que a est décomposé par L signifie que Resy,, (@) = 0, c’est-a-dire
que inv, o Resy, (¢) = 0, ou encore inv,(na) = 0, autrcrucnt dit ng = 0.

CoROLLAIRE 2, Supposons LJK  galoisienne. L’homomorphisme inv, : By — QZ

applique le sous-groupe H2(L[K) de B, uomorphzquement sur le sous-groupe —Z/Z de Q|Z.
C’est clair.

COROLLAIRE 3. Soif D un corps gauche de centre K et de rang n® sur K. Soit a e B, I'dlément
correspondant du groupe de Brauer de K. Alors a est d’ordre n dans 7, et toute exiension de
degré n de K peut étre plongée dans D,

Tout sous-corps commutatif maximal de D décompose D; d’apres le cor. 1,
on a donc na = 0 (c’est d’ailleurs 14 un fait général, cf. Chap. X, § 5, exer. 3). Si d
est’ordre de g, on a d|n. Le cor. 1 montre que D est décomposé par une extension L/K
de degré d (par exemple, une extension non ramifiée), et la classe de D contient
une algebre centrale snmple de rang d (cf. Bourbaki, Alg., Chap. VIII, § 10, prop. 7).
Comme D est un corps, ceci entraine #|d, d’oli # = d. Enfin, si K'/K est une extension
de degré n, le cor. 1 montre que K’ est corps neutralisant de D, donc est isomorphe
A un sous-corps commutati{f maximal de D, cf. Bourbaki, loc. eit.’

Remarque. Le corollaire précédent montre que inv, (@) = mjn, avec (m, n) = 1.

On en conclut qu'il existe p(n) corps gauches de centre K et de rang n? sur K (3
isomorphisme prés, bien entendu).
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Exercices. 1. Soit K un corps vérifiant les hypotheses du §, soit D un corps gauche de centre K
et de rang n? sur K, et soit Nrd ; D* —» K* la norme réduite.

a) Les notations étant celles de I'exer. 3 du Chap. XII, § 2, montrer que'ona ¢ = n, f = 1.
) En déduire que si = est une uniformisante de D, Nrd(x) est une uniformisante de K.

¢) Moutrer que toute unité de K est norme réduite d’une unité de D. (Utiliser le fait que D
contient une extension non ramifiée de degré », et appliquer le cor. i la prop. 3 du Chap. V.)
d) Montrer que Nrd(D*) = K*, ‘

2. Soit K un corps complet pour une valuation discréte A corps résiduel K parfait. On suppose
que, pour toute extension séparable finie E de K, on s’cst donné un isomorphisme

e: Bg—~>Q/Z

! fuz ig, o Resge, = [E’ ¢ E)iy si E/> E. Montrer qu'il existe sur K une structure de corps
quasi-fini ¢t une seule telle que I'isomorphisme invg: B; > Q/Z correspondant :oit 1'isomor
phisme donné i ;. (Utiliser le th. 2 et I'exer. 2 du Chap. XII § 3; montrer que B; = 0, puis
que gg est abélien.)

[Fn d’autres termes, hypothése que le corps résiducl K est quasi-fini est ndcessaire et suffi-
sante pour la validité de la théorie du corps de classes local.]

§ 4. La formation de classes

Nous conservons les hypothéses du § 3 : K désigne un corps complet pour une
valuation discrite v, et de corps résiduel K quasi-fini. Nous allons associer 3 K unz
Jormation de classes, au sens d’Artin-Tate (cf. Chap. XI).

Choisissons d’abord une cléture séparable K, de K, et soit X lcmemblc des
sous-extensions de K, qui sont finies sur K. Soit G = G(X,/K), et, pour tout Ee X,
soit G, == G(K,/E) le sous-groupe de G correspondant & E. Le groupe G opére
sur K*, et ’on obtient ainsi une formation au sens du Chap. X1, § 1. De plus, si B
appartient & X, le corps résiduel E de E est unc cxtension finie de K et se trouve
canoniquement muni d’'une structure de corps quasi-fini, c¢f. § 2. On en déduiy,
comme on I'a vu au § 3, un isomorphisme

inv, : H¥( |E) » q/Z
puisque H?( [E) = B, groupe de Brauer de E.

TrtorEME 1. La formation précédente, et la donnde des invy, constituent une formation de
classes (cf. Chap. XI, § 2).
On doit vérifier les axiomes suivants :

1. Pour toute extension galoisiennz F|[E, on a HY(F/E) = 0.
C’est 1a prop. 2 du Chap. X (« théoréme go »).

11 a) L'homomorphisme invy est injectif. Si F|E est galoisienne, inv, applique H2(F[E)
sur Punique sous-groupe de Q|Z d’ordre égal & [F : E).
C’est le cor. 2 4 la prop. 7.
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II b) Si E'[E est une extcnsion quelionque, on a
invg o Resy,, = [E' : E].inv,.
C’est la proposition 7.

Puisque I’on a une formation de classes, on peut lui appliquer les résultats du
Chap. XI. Nous allons reprcduire les plus importauts.

Soit d’abord F/E une extension galoisicnme (avec E, Fe X, comme toujours);
nous noterons Gy, son groupe de Galois, D’aprés IT a), il existe un élément

g, & HE(F/L)
et un seul tel que invg (4y;) = 1/n, avec » = [F : E]. On 'appelle la classe fonda-
mentale de Pextension T/E.
PropostrioN 8. Pour tout neZ, le cup-produit par uy, définit un isomorphisme :
AY(Gype, Z) = 11 5%(Gyyy 1)

C’est le théoréme de Tate (th. 1 du Chap. XI).

Pourn =—2,0na ﬁ"(GPm, 7) = G% (i.e. le groupe Gy rendu abélien).
Donc :
CoroLLAIRE. Le cup-produit par ugy définit un isomorphisme

Bese 2 G&g = EXINF* (N désignant la norme dans F|E).

En partrculier, on a (E* : NF*) = [F : E] si F|E est une extension abélienne.

Réciproquement (cf. Chap. XI, cor. & la prop. 3):

ProrosITION 9. St F[E est une extension finie séparet!s, NF* est d’indice fini dans E*;
cet indice divise [F : E] et lut est dgal si ¢t seulcment si F|B est abélienne.
Revenons maintenant 4 I'isomorphisme

87 : Gl — ¥ /NF*

du corollaire & la prop. 8. L'isomorphisime réciproque » = 05k sappelle Péso-
morphisme de réciprocité, Si x e E* a pour image ¥ dans E*/NF*, on pose :

(x, FIE) = (%),  c’est un élément de Gij.

En particulier, si F/E est abélienne (cas auquel on peut toujours se ramener), (x, F/E)
est un élément de Gye. On a:

(xx', F[E) = (x, F/E).(+', F/E)
(x, F[Ey =1  sietsculementsi xeNF*.

Tout se GZ, est de la forme (x, F/E), avec xeE*,
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[On dit parfois, & cause de la deuxi¢me propriété, que (x, F/E) est le symbole de
reste normique de x dans F/E.} '

Les propriétés fonctorielles de I'isomorphisme de réciprocité sont données par
les trois propositions suivantes, démontrées au Chap. XI, § 3:

PropostTiON 10. Considérons une extension Fo>B' o E, avec F[E galoisienne. Le groupe
Gyie est un sous-groupe de Geyg.

a) St xeE'™*, et si y = Nygg(x), Uimage de (x, F[E') e Ggjpe dans Ggg est égale &
(> F[E).

b) 8ixeE*, Pimage de (x, F[E) e G¢,; dans G&p, par le transfert est égale & (x, F[E').

ProrosiTION 11. Si F[E est une extension galoisienne, et si seG, on a
(sx, sFIsE) =50 (x, F/[E)osY  pour tout xe E*.

PrOPOSITION 12. Considérons une extension F'>FoE, avee F[E et F'|E galoisiennes.
Si x e E*, Pimage de (x, F'[E) dans G{g est égale & (x, F/E).

Cette dernitre proposition permet de définir (x, F/E) lorsque F/E est une exten-
sion galoisienne quelconque (non nécessairement finie); elle montre aussi qu'oa
peut se borner aux extensions abéliennes. Lorsque F est lextension abélienne maximale
E2de E, on écrit (x, #/E) au licu de (x, E*/E). C’est un élément du groupe de Galois
U == G(E?/E). L’application de réciprocité permet d’identifier Ay au complété-séparé ds
E* pour la topologie définie par les groupes de normes, cf. Chap. XI, § 4. Nous détermine.uns
cette topologie au Chapitre suivant, dans le cas particulier ot K est fini.

Le calcul explicite de (x, F/E) est facile dans le cas non ramifié :
ProrosiTioN 13. Soit L/K une extension non ramifie. St Pon identific les groupes Gy
et Gy, on a:

(%, LIK) = F;»,
ot ¥ désigne le générateur canonique de Gryg, et od v est la valuation de XK.,

Posons, pour simplifier, g = G, et F = F,. Soit y un caractére de g. On doit
vérifier que : '

x((x L/K)) = x(F).
D’apres la proposition 2 du Chap. XI, le membre de gauche est égal 3 invy(x.5y).
Quant 4 ’homomorphisme inv,, il a été défini au § 3 comme le composé :
By 3 Y
HZ(A, L*) — H*g, Z) — H'(g, Q/Z) — Q/Z.
Il est clair que I'image de x.3y dans H2(g, Z) est égale & »(x).3y: son image dans
H1(g, Q/Z) est donc v(x).y, et son image dans Q/Z est v(x)y(F) = 1 (F®), c.q.fd

CoROLLAIRE. Soit F[E une extension abélienne, de groupe de Galois G. Soit UgcE* le
groupe des unités de E. L'application de réciprocité E* — G applique Uy sur le sous-groupe
d’inertie de G.
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Soit T le sous-groupe d’inertie de G, et soit E’ la sous-extension de F corres-
pondant & T. L’extension E'/E est non ramifiée; en lui appliquant la proposition
précédente, on en déduit que U, s’applique trivialement dans G/T, donc I'image
de Ug est contenue dans T. Inverscment, soit? € T, et soit 2  E* tel que (g, F/E) = &
Posons f = [E’ : E]. Comme (e, F/E) est trivial sur E’, la proposition précédente
montre que f divise v(a). Il existe dor.~ b & F* tel que N(b) et ¢ aient méme valuation.
5il'on pose u = a.N(b)~!, on a e U, et (4, F/E) = (a, F/E) = ¢, c¢ qui montre
bien que Uy s’applique sur T, c.q.f.d.

PRemarque. On a un résultat analogue [our la ramification supérieure : application
de réciprocité E* — G applique Ies Ug sur les groupes de ramification G* (en numé-
rotation supérieure); cf. Chap. XV, § 2.

La proposition 13 s’énonce de f.con plus agréable en « passant 4 la limite ».
Sort A, le groupe de Galois de extension abélienne maximale K? de K; si K,, est
Pextension maximale non ramifiée de X, on a K,,c K¢, d’oli la suite exacte :

0->%, -~ "..‘IE—->2—->0

1 X, estle groupe d’inertie de K*JK (d¢5ni par passage 2 la limite 3 partir du cas fini).
On a d’autre part la suite exacte

0->U;—>K*>Z 0.
La proposition 13 s’exprime alors sous forime de diagramme commutatif :

0> U, ~-» K¥ — Z —0

i l“’ li

I
0 X, - Ay — Z —0

ol  est ’application de réciprocité x -» (x, */K), et ol1 i est 'injection canonique de
Z dans Z. Quant A w,, elle permet d’identificr T, au complété de U, pour la topo-
logie induite par les groupes de noru.rs; nous verrons au Chap. XIV que c’est
un isomorphisme dans le cas classique (c'est-a-dire quand K est fini).

Exercice. Soit E’/E une extension finie (non nécessairement séparable), soit F/E une extension
galoisienne, et soit F’ = E’F. On identifie le groupe de Galois Gg.j,, 3 un sous-groupe du
groupe Gegjg.
a) Soit yeE™ et soit x = Ny ¥ ). Moatrer que (x, F/E) e G§, est I'image canonique de
(» F[E)eGip.
b) Posons d = [F’ : F] = [E’ : FnE’). Soit xe E*. Montrer que (x, F'/E’) est la puissance
d-itme du transfert de (x, F/E) dans GlLig..

(Traiter séparément le cas o E‘[E est radiciel, et celui o il est séparable raisonner direc-
tement dans le premier cas; dans le deuxidme, appllquer les prop. 10 et 12 A une extension
galoisienne de E contenant FJ--

¢) On suppose que F[E est abélienne. Montrer que, pour qu’'un élément yeE’* appartienne
4 Npuje (F'*), il faut et il suffit que Np..(») appartienne & Nyyg(F*).
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§ 5. Le théoréme de Dwork

Dans tout ce § L/K désigne une extension totalement ramifide, galoisienne de
groupe de Galois G. Si K,, est I’extension maximale non ramifiée de K, et si 'on
pose L., = LK,,, on sait que L, (K., est galoisienne de groupe de Galois G; il
en est de méme de 'extension des complétés L,.,/K,.r. On notera » (resp. w) la valua-
tion discréte de Ko, (resp. L..). On utilisera la notation exponentielle »* pour désigner
s(x), seG, xelx,

Comniengons par un résultat général (qui vaut szns supposcr que K soit quasi-
fini) :

ProrosriioN 14. On a ﬁ'I(G, LX) =< 0 pour tout g 2.
Ccla résulte de 1a prop. 11 du Chap. X combinée avec 1a prop. 7 du Chap. V.

CovnolLLAIRE 1. La suite exacte 0 — {1, >1% % — 0 définit un isomorphisme de
G* = A-%G, Z) sr H-YG, U.).

Clest évident.

(On notera que cet isomorphisme fait correspondre & un élément se G la classz

de =*-1 dans H‘I(G, 0,.,), =« étant une uniformisante de L,.,.)

COROLLAIRE 2. Sotent 5,€G el g, el des déments tols que :
[Tzt = 1.

On a alors 1[50 = 1 dans G-
Soit « une uniformisante de §.. Ona 7, = um™, avec n;== w(Z) On en dédvit:

,x_\_“n‘(l‘—l)II:[;‘;—l = I.
Soit T Pidéal d’augmentation de Z[G]. Si 'on pose s = [s{y, on a
s— 1= m(s— 1) mod.I? et =< 0L,

La formule ci-dessus signific donc que P’image de =*~! dans A~Y(G, 0.,) est nulle,
et d’apres le corollaire précédent, cela entraine que 'image de s dans G* est triviale,

Revenons maintenant au cas ot K est quasi-fini. Posons
§ = G(Ku/K) = G{Lu/L)

et soit F le générateur canonique de g. Les éléments de g, et en particulier F, se pro-
longent par continuité en des automorphismes de L., et R.. qui commutent aux
éléments de G. [Noter toutefois que les g-modules 1.% et R% re sont pas des g-modules
fopologiques.]
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LemME 1. Pour qu'un élément x de Rune (resp. de R appartionne & L (resp. @ K), il faut et
il suffit que Fx =: x.

La nécessité cst évidente. Démontrons la suffisance dans le cas de L (celui de K
se traite de méme). Soit xe L., tel que Fx = x, et soit = une uniformisante de L.
On peut écrire x = ="y, avec w(u) = 0, et I'on a Fu = u; on est ainsi ramené au
cas ol x est une unité. Si ¥ e L,, désigne I'image de x dans le corps-résiduel de ..,
on a F¥ =%, d'ott ¥eL, et il existe gy U, tel que @, == . On peut donc &crire
x = aq + =wx;, avec w(x,) > 0, et Fx, = x;. En appliquant 4 », le raisonnement
précédent, ct en itérant, on en déduit un développement en série pour x

x=ay+may + -+« + w"ay 4 <o+, alEL7 w(a’)>0,

et comme L est complet, ceci montre bien que x appartient 3 L.
Dans I’éncud ¢ idecous, on note N la norme ¢ - -x Pextension L,.,./K..r; elle
prolonge évidemment Nyj,.

TriorkEME 2 (Dwork). Soit L/K une extension totzlement ramifide, de groupe de Galois
abélien G. On suppnse que le corps résiduel K = L est quasi-fini. Soit x e K*; soit ye L.X tel
que Ny = x; socont zrelt, sie G tels que

yl?—l = ITZ:’_I-

Posons s = [Isy¢ On a alors (x, LK) = s~L

* [S1 x est donné, on peut toujours choisir » tel que Ny ==x, puisque
N(L%) =R* (cn pourrzit méme prendre y dans LX, si 'on y tenait). On a
alors N(yF~1) = xF-1; d’aprés la prop. 14, il existe donc des 2 et des s tels que
JF1 = [1zmY, et d’aprés le cor. 2 4 1a prop. 14, Iélément s == |]s{®*? ne dépend pas
du choix des z et des 5. Le théoréme 2 fournit donc un procédé de calcul pour (x, L/K).]

Posons y = 5, .5, avec y,e L*, et y' unité de Lo Gaax = xo¢, avec x, = Ny,,
x' =Ny, d’oft
(x, LK) = (', L/K).

D’autre part, on a y'f~! = yF = [Jzi. Il suffit douic de démontrer le théoréme
pour x' et y'; en d’autres termes, on peut supposer que x et y sont des unités.

Le groupe de Galois de L., = L®_/K,, sur K sidcuiifie au produit direct
G X g; les &léments de ce groupe opérent sur L., (prolongement par continuité).

Posons
t = (x, L/K)

et considérons le sous-corps L' de L,, invariant par {.F = t® F. Comme le sous-groupe
fermé g’ de G X g engendré par t.F est un supplémentaire de G, la théorie de
Galois montre que I'extension L'/K est linéairement disjointe de K, /K, et que
L’K,, = L,.,. En particulier N, n’est autre que la restriction de N & L',

Soit = une uniformisante de L, et soit x; == Nx; c’est une uniformisante de K.
Ona: : .
‘ t.F = (xmg, La/K).
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En effet, (x, L,.,/K) est égal & ¢ sur L/K, et  I'identité sur K,,/K puisque x est une
unité; d’autre part, (n., L./K) est I'identité sur L/K puisque =, est une norine, et
c’est F sur K, /K d’aprés la prop. 13.

Comme ¢.F est trivial sur L', il existe zeL'* tcl que Nz = x=,. On a donc

Nz = N(y=), i.e. N(z-y::) =1.

Appliquant la prop. 14 avec ¢ = — I, on voit qu’il existe des bieflX et des 5;€G
tels que
2y = [Tbyt.

Ecrivons maintenant que zf-1= 1. On a =F1 = "1, et

Pt = ) =y,
Cra oo @ dwsit
it Leed = [[BeeeD,

En =ppliquant le cor. 2 4 la prop. 14 & cette identité, et en tenant compte de ce gue
w(y) = 0, w(x) == 1, wW(g) = w(z), wb{*-') = 0, on trouve £s. = 1, c.q.f.d.

ConoLLsre. Soient xe K*, yel¥ seG tels que

x=Ny, Hfl=xn" = étant une uniformisarite de Liyy.

Abrs (x, LK) = s~
C'est évident.

Lorsque K est de caractéristique p > 0, ce qui est de beaucoup le cas le plus
intéressunt, le corollaire ci-dessus suffit & déterminer Piscrnorphisme de réciprocité.
En ¢f'it, on a tout d'abord :

ProposiTiON 15. Supposons que K soit de carcctéristique non r: e, et soit V le groupe des
unitds de L.,.. Pour tout entier m > 1, Phomomorphisme x — x¥=1 appligue V™ sur Vim,
Si x est un élément de 'V tel que ¥ « KX soit une racine de Punité, il existe y € V tel que x = y*-1.

(On a noté V™ P’ensemble des x eV tels que w(x -——1) > m.)

Le groupe V™ est séparé et complet pour la filtration des V(™ et les quotients
Vi Vimiktl) gidentifient au groupe additif K. Comme F -1 :X,, - K, est
surjectif (prop. 4), le lemme 2 du Chap. V montre que F — 1 : V™ - Vi
Pest aussi. Si en outre x eV est tel que ¥ soit une racine de V'unité, la prop. 4, a)
montre Pexistence d’'un zeV tel que ZF-1 =7, d’oll »x = F1¥, avec »' e V(1)
d’aprés ce qui précede on a x' = y'F-, c.q.fd.

CoroLLAIRE. Si K est un corps fini, on a V = VF-L,
(Si Pon utilisait la structure proalgébrique de V, cela résulterait aussi d’un
théoréme général de Lang [39] sur les groupes algébriques.)
SkRRE 14
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Revenons maintenant 3 la situation du théordme 1, en supposant toujours

que K est de caractéristique non nulle. Soit se G ¢t soit = une uniformisante de TJ,,,.
Formons =*~1; c’est un élément de V, et son image dans K¥ est une racine de
Punité (cf. Chap. IV, § 2). D’aprés la proposition 15, il existe donc ye V tel que
¥*~! = x*~1. Prenons la norme des deux membres, ¢t posons x = Ny; on trouve
"1 = 1, d’ot xe K* (lemme 1). On est donc dans les conditions d'application
du corollaire, ct I'on voit que (x, L/K) = s~ Ainsi, le crollaire suffit bien & diterminer
Dapplication de réciprocité,

Exercices. 1. Soit V le groupe des unités de f:,.,; montrer que V/V¥-1 est un groupe di-izicle
sans torsion; en déduire que c’est un G-module ccliomologiquement trivial.

2. Soit L/K une extension galoisienne finie, de groupe de Galois G, non nécessaircuieit

totalement ramifiée. On définit L, comme le produit tensoriel K, ® gL, et de méme pour f,,,,.
-

Ce sont des produits Jde v .. On fait opérer (et b ¢ " dvidente sur L, =t % .

a) Soit £.% le groupe multiplicatif des éléments inversibles de t.,,,, soit w : f.% — Z la scrame

des valuations discrétes s différents composants (lc L., ct soit V = Ker (w). Soit V’

P’ensemble des)“‘,jefd‘,- Ona V'cV, et l'on pose H == V/V’, Montrer que H et L X soat
dies G-modules cohomoluziyucntent triviaux, (Utiliser I'caercice du Chap, VII, § 5 pour se
ramener au cas totalement ramifié.)

b) En utilisant les cobords des suites exactes :

0> L te Tt 0

0 v tr Y .7 0

ainsi que I’isomorphisme ﬁ'l(G, A% —>ﬁ'l(G, V), définir des isomorphismes :
v: H9(G, Z) > f9+3(G, L*), geZ
Montrer que y est docié par le cup-produit par la cts -, v = (1) de H}(G, L*}.
¢) Montrer que les vy j; sont l.s classes fondamentales d’unc formation de classes (cf. Chap. XI,

§ 3

d) Soit u, iz 1a classe fond .wacntale définie au § 4. Meoticr que oy j = —#yjx. (Se ramener
au cas non ramifié grice i c), et faire un calcul direct daus ce cas.)

¢) Expliciter y pour ¢ = — 2, et en déduire une autre démonstration du théoréme de Dwork
grace A d).



CHAPITRE XIV

SYMBOLES LOCAUX
ET THEOREME D’EXISTENCE

§ 1. P pidon pénérale des symboles locaux

Soit K un corps, soit K, une cléture séparable de K, et soit G = G(K,/K). Si y est
un cara:tére de G, autrement dit un élément de HY(G, Q/Z), on sait que 8y est un
élément d: I.7[G, Z). Si beK*, le cup-produit 5.3y est un ¢élément du groupe de
Brauer I1I*(G, K*) = B,. Nous désignerons cet élément par le symbole (i, ).

ProrosirioN 1. (i} (x+ s &) = G 8) + (X' b).
(1) (z, 85) == (3 B) + (o &)
Clest Jair.

Donnons-nous un caractére y de G, et soit H, son noyau. Soit L, I’extension de
K correspondant & H,. C’est une extension cyclique. De fagon plus précise, si n
est égal & l'ordre de ¥, L,/K est cyclique de degré n, et 'on choisit pour générateur

de som grn: - Je (alois un élément s tel que y(s) = L. Cechoixdes permet d’iden-
tifier K*/NLF au sous-groupe HY(L,/K) de B,. "

PropostTioN 2. Sost be K*, L'dlément de HY(L,/K) qui correspond & b n’est autre que

(2> 8)-
Cela résulte de ce qui a été dit au Chap. VIII, § 4.

COROLLAIRE 1. Pour que (y, b) soit nul, 1l faus et il suffit que b soit une norme dans Uexten-

sion LK.

COROLLAIRE 2. Pour gu'un élément de B, soit de la forme (y, b), il faut et il suffit qu'il
soit décomposé par L,.

Passons maintenant au cas du corps de classes local, autrement djt supposons
que K est complet pour une valuation discréte v 4 corps résiduel X guasi-fini. On a vu
au Chapitre précédent que I'on a alors un isomorphisme

inv, : By - Q/Z.
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Nous poserons
(1> 8)e = invi(y, 0)

c’est un élément de @/Z. La proposition suivante en donne une définition plus
directe :

PRrRoPOSITION 3. Soit s, = (b, *|K) Délément de G* défini par Papplication de réciprocité.
On a:

(s &)y == 4(5)-
Cela résulte de la prop. 2 du Chap. XI, § 3.

COROLLAIRE. 81 7, «it un caractére tel gne (7, « . == O pour tout ba K*, v u » <- Q.
En effet on a alors y(s) = 0 pour tout b, et comme les éléments de G* de la
forme 5, sont denses dans G°, on en déduit bten que y est trivial,

Remarque. La proposition 3 mountre que la connaissance des (3, b), pour lvut y éguivaut
a celle de (b, #/K). C’est ce qui fait I'intéiét de ces symboles.

Pour rendre cz qui précede plus explicite, il reste & exhiber des caracidres -
On a essentiellement deux méthodes pour cela :

i) la théorie de Kummer (cf. Chap. X, § 3), qui conduit aux symboles (a, 5},
ii) la théorie d’Artin-Schreier (loc. cit.), qui conduit aux symboles [a, 5).

C’est 14 le sujet des prochains paragianhes. Nous verrons ensuite co:nent les

résultats obtenus entrainent le théortine d’existenice pour les corps locaux A corps
résiduel fini.

FExercice. Soit L une extension finie séparable d2 K, et soit H = G(K,/L). On considere les
homomorphismcs
Res:Bg—>B,, Res:X(G)—X(H)
Cor : B, - By, Cor : X(H) — X(G).
Montrer que P’on a ‘
Res (x, b) = (Resy, 8)  si yeX(G), beK*,
Cor (4, 5) = (Cory, b)  si $eX(H), beK*,
Cor (7, ¢) = (1, Ne) si 1 eX(G), ceL*.

Comment faut-i] modifier ces formules lorsqu’on ne suppose plus que 'extension L/K est
séparable?

§ 2. Le symbole (a, b)

Soit z un entier > 1. Nous supposons dans tout ce § que n est premaer & la caractéristque
de K, et que K contient le groupe E, des racines n-iémes de Punité.

On a vu au Chap. X, § 3 que tout élément 2 « K* définit un homomorphisme
Pa t G — Z/nZ dela maniére suivante : on choisit dans K, une racine « de P’équation
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«" = a, et 'on pose @u(s) = s(a)/o. Faisons choix d’une racine primitive n-iéme de
l'unitd, soit w; cela a pour effet d’identifier E, au groupe Z/nZ; si I’on pose alors

7a(5) = — 2als)

. . I
on obtient un homomorphisime de G dans le sous-groupe — Z/Z de Q/Z, autrc:nent
n

dit un caractére de G, On sait (loc. cit.) que I'application @ — y, définit un isomor-
pht:me de K*/K** sur le groupe 5 caractéres de G d'ordre divisant .
Soit maintenant be K*, Nous poserons :

(@, B) = (o> b)-

Clest un élément de B, d'onfic o lout

ProrosiTioN 4. (i) (ad', ) = (a, &) - (a, b).
(1) (a, bb') = (a, b) + (a, ¥').
(itl) Pour que (a, b) = 0, 4l faut et 1l suffit que b soit une norme dans Uextension K(a¥")[K,
(iv) SiaeK* et xeK sont tels que x"—a # 0, on a (a, x* —a) = 0. En particulicr
(¢, —a) =0 et (a, 1 —a) =0.
(v) {a, b) + (b, a) = 0.
Les propriétés (i) et (ii) résultent d= la prop, 1; (iii) résulte du cor. 1 2 la prop. 2.
Pour (iv), on s’appuie sur 'identité :

. a—1

" —a = I i (x — '), %" = a.

10
Soit d le plus grand diviseur de z tel que 'équation a = 37 soit résoluble dans K, et

posons # = dm. L’extension K(«)/K est cyclique de degré m, et les conjugués de
x —— w'e ne¢ sont autres que les éléments x — wla, avec j =i mod. 4. On a donc

d~1
" —a = HN(x—w‘a)
i=o

ce qui montre bien que x" — 2 est une norme dans I'extension K(z)/K. En faisant
x = 0 on trouve (2, —a) = 0 et en faisant x = 1, on trouve (2, 1 — a) = 0. Enfin,
on a:

0 = (ab, — ab) = (a, — ab) + (b, — ab)
= (a2, —a) + (a, b) + (b, 2) + (b, — b)
= (a,5) + (b, 0)
ce qui démontre (v). )

Remarques. 1) Le symbole (a, b) dépend du choix de w; si 'on voulait éviter ce choix,
il faudrait le définir comme un élément de E,®B, ,, ou B, , désigne le groupe
des éléments § de B, tels que #f == 0.
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2) Les propriétés (i) et (ii) montrent que (a, 6) ne dépend que des classesde g et de b
mod. K*»,

3) Pourn = 2,ona E, = {Z= 1} etle symbole (a, b) est défini sous la seule condition
que la caractéristique de K soit différente de 2. La variété de Severi-Brauer corres-
pondante est la conique d’équation homogéne x® — ay? — bz? = 0. En particulier
on a (a, b) == 0 si et sculement si cette conique a un point rationnel sur K.

Le symbole (q, §) peut étre interprété comme le cup-produit de deux classes
de cohomologie de degré 1. De fagon plus précise, considérons la suite exacte :

0> Z/nZ - K* +~K* 0

ol 7,22 o [F Wlentifié A E,, et ot v(x) == x7 (nsone TING, KF) = 0, on en déduit
la suite exacte :

0 H%(G, Z/nZ) > I —» B,.

Nous noterc:s { 1'injection ainsi définie de I11%(G, Z/aZ) dans le groupe de Brauer B,.

Soient maintenant ¢ et b deux éléments de K*. 1)’aprés ce qui a été dit au début
du §, on pcut leur associer des éléments g,, ¢» du grovpe HYG, Z[zZ). Par cup-
produit, on en déduit un élément g,.q, de H¥(G, Z/nZ).

ProrosiTION 5. On a (a, b) = i{pa. ).

Pour faciliter le calcul, on écrira additivement tous les G-modules considérds,
et en particulier KF. De plus, si ¢ désigne une fonction sur G 4 valeurs dans Z/nZ,
on notera s un relévement de cette fonction & Z.

Soit ﬁeK’ tel que 2B = b. Par définition, {a, b) est égal & 5.8, et pCut donc
étre représcnté par le cocycle :

(s,2) » b-[’; (Fa(5) + Fa(8) — 3a(st))] == B.(3a(s) + Falt) — galst))-

D’autre part, l'anticommutativité du cup-produit inontre que ¢u.9s = — b 9o
Vu la formule donnant le cup-produit de deux cocycles (cf. Cartan-Eilenberg [13],
p- 221), 1a classe — i(¢s.94) peut étre représentée par le cocycle :

(5, ) > — i(as(s) -7u(8)) = — (63 — B)ul0).
La différence de ces deux cocycles est :
(s &) > sB.3a(t) — B.3u(st) + B-5u(s)
et c’est le cobord de la cochaine s — B.7.(s), c.q.f.d.
Remarque. La proposition précédente montre que anticommutativité du symbole (a, b)

provient de celle du cup-produit. On peut de méme donner une démonstration coho-
mologique de la trivialité du symbole (a2, — a), cf. exer. 1.
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Revenons maintenant au corps de classes local, autrement dit supposons que K
soit un corps complet pour une valuation discréte v & corps résiduel K quasi-fini.
Si a, b e K*, on peut appliquer inv, 4 (g, 8}, et 'on obtient un élément inv(a, &)

du sous-groupe —:—Z/Z de Q/Z. On pourrait prendre cet élément comme « symbole

lecal »; en fait, il est plus commode (et plus traditionnel) de le remplacer par le
suivant :

(a, b)' — wn.lnv(n, b)’

définition qui a un sens, puisque n.inv(a, b) cst un élément de Z/nZ. Ainsi, (a, &),
est une racine n-iéme de unité.

ViorosimioN 6. i e e K.Y est une racine n-iivae de o, ¢t 515 = (b, */K), on a :

(a, b)e = s:(a)/a.
En eﬁ‘ct (a’ b)' = v b — wn.h:v (lc' b)
w's", d’aprésla prop. 3,
= wi® = s{«)/z, vula définition de g,.

CoroLLAIRE. Le symbole (a, b), ne dépend pas du choix de la razine de Uunité 2.
En effet, la formule de la prop. 6 suffit & curactéiser (g, b),, et cette formule
ne fait pas intervenir w.

ProrostTION 7. (i) {(ed, 8), = (a, b)..(a', b)..
(D) (a, bb')y = (a, b)s.(a, b')s
(i11) Pour que (a, b)y = 1, il faut et il s:ffit que b suit une norns dans Uextension X (a4} [K.
(iv) (2, —a)y=1¢t (a, 1 —a), = I.
(v} (4 b)..(b, @), = 1.
(vi) Si (a, b)s = 1 pour tout beK*, on 2 ac K*»,
Les propriétés (i) & (v) résultent des propriétés correspondantes du symbole

(a, b), cf. prop. 4. Sous les hypotheses de (vi), on a (y., b), = 0 pour tout e K*,
d’oi1 3, = 0 (cor. 4 la prop. 3), i. e. ae K*~,

COROLLAIRE. Si un élément b € K* est une norme dans toute extension cyclique de K de degré
divisant n, on a beK*",

D’aprés (iii), on a alors {a, ), = 1 pour tout 2, d’or d’aprés (v) (b, @), =1,
et d'aprés (vi) be K*~,

Remarque. Le symbole (a,b), défini ici est Pinverse de celui d’Artin-Tate ({8], Chap. XII),
mais est le méme que celui du Bericht de Hasse ([31], Teil I, § 11), grice & deux
changements de signe qui se compensent. .
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Exercices, 1. On suppose que 7 est pair, et 'on pose m = nf2.

a) Soit G un groupe et soit g € H!{G, Z/nZ). Montrer que le carré ¢.p e H¥(G, Z/nZ) est
égal A m.xn(B¢), ot ¢ est le cobord dans la suite exacte0 -»z—"»z*z/nz*o, et ol ©
est I’homomorphisme canonique de 1i¥G, Z) dans H*(G, Z/nZ). (Se ramener 2 un groupe
cyclique d’ordre n, et faire un calcul explicite de cocycles.)

b) Soit aeK*. En appliquant a) & 3 = g,, retrouver la formule (g, ¢) = (g, — 1).

2. Soient a, be K*, avec ¢ + b 7% 0. Montrer que :
(8,8 =(a,a +8) -+ (a-+ b b)+ (—1,a+b).

3. On suppose que n est impair. Soicat a, b, ce K* trois éléments tels que ¢ + b + ¢ = 0.
Démontrer la formule :

(a, &) - (5, ¢) + (¢, @) = 0.

4. Soit L/K une extension finie séparabl:. On note (g, b)x le symbole (a, §) calcul¢ dans K,
et (a, b), celui calculé dans L. Hfontrer que l'on a :

Res(a, b = (a, b),, si aeK*, beK*,
Cor(a, ¢), = {a, No), sl aeK*, celL*,

En déduire des formules analogucs jour les symboles (g, b)..

5. Les hypotheses étant celles de la th'crie du corps de classes local, soit ae K*. Pour que
(a, 6). = 1 pour toute unité b de K*, il faut et il suffit que extension K(a¥/*)/K soit non
ramifiée.

§ 3. Calcul du symbole (a, b), dans le cas « modéré »

Nous continuons & nous placer ¢.: ; la situation du corps de classes local, autrernent
dit nous supposons que K est un corps complet pour une valuation discréte v 4 corps
résiduel K quasi-fini. No:s supposons en outre que 7 est un entier premier & la caractéris-
tique de K; les extensions K(a!/"},; i< n¢ font donc pas intervenir la ramification supé-
rieure : elles sont « modérément ramifiées » (« tamely ramified » dans la terminologie
anglaise). :

LemMg 1. Pour que K contienne le groupe des racines n-iémes de Uunitd, il faut et il suffit qu’il
en soit de’méme de X, et Ihomomorphisme canonique Uy — K* induit un isomorphisme du
groupe E, des racines n-idmes de U'unilé de K sur le groupe B, des racines n-iémes de Uunité de K.

Si X est un corps de caractéristique zéro, K est isomorphe 3 K((T)) et le lcnme
est évident. Supposons donc K de caractéristique p # 0. Si K contient le groupe E,
des racines n-iémes de I'unité, lcs représentants multiplicatis (au sens du Chap. II,
§ 4) des E, forment un sous-groupe E, de Uy, appliqué isomorphiquement sur E,;
le corps K contient donc les racines n-itmes de l'unité. Inversement, si K contient
E,, les éléments de E, sont nécessairement des représentants multiplicatifs (cela
résulte de I’assertion (ii) de la prop. 8 du Chap. II), et 'image E, de E, dans K*
est isomorphe 3 E,, ce qui montre bien que K contient les racines n-i¢mes de unité.
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Nous supposerons pour le reste de ce paragraphe que n vérifie les conditions du
lemme 1, et nous conviendrons d’identificr les groupes E, ¢t E,.. On peut aussi consi-
dérer que le symbole (a, b), prend ses valcurs dans E.; nous nous proposons de
le calculer explicitement.

Nous aurons besoin du résultat auxiliaire suivant :

LemMme 2. Soit k un corps quasi-fini contenant le groupe B, des racines n-idmes de unité
(n étant premier a la caractéristique de k). St x € k*, soit y € k¥ tel que y» = x, et s0itz = Fy [y.
On a z < E,, Uélément z ne dépend pas de y, e, si on le note P.(x), Uapplication P, définit par
passage au quotient un isomorphisme de k*[k*" sur En.

Cela résulte, ma la théorie de Kurnmer, du fait que k& posstéde une extension
cyclique de degré = et une seule.

Exemple. Si k est un corps fini & g éléments, 'hypothése suivant laquelle £ contient E,
équivaut a dire que n divise ¢ — 1. L'application P, est donnée par la formule
suivante : )

q—1

Py =x .

En effet, si 3* = x, on a Py(x) = Fy [y = y7~1 = l9-r~,
Pour n = 2, on retrouve le symiole de Legendre.

Revenons maintenant au calcul de (g, ), :

PROFPOSITION 8. Soient a et b deux éléments de K*, et soient « et B leurs valuations. Posons :

3
¢ == (»— I)",ﬂ_a..--

bn
Alors ¢ est une unité de K, et si Uon note © son image dans K*, on a :
(@ b)s = Pa(5).

: , et
CoroLLAIRE. Si K est un corps fini & g dléments, on a: (a, b), =C ™ .

Démonstration de la proposition 8. 11 est clair que ¢ est une unité, et que P,(¢) dépend
bilinéairement (au sens multiplicatif) de a et de 5; comme il en est de méme du
symbole (a, b), on est ramené 4 démontrer la formule lorsque 2 et b sont des uui-
formisantes. Posons alors 2 = =, § = — =y, oli uest une unité. Les deux membres sont
égaux A 1 pour @ = =, b = — x; on est donc ramené au cas a = =x, b = u, puis,
par symétrie, au cas a = u, b = =. Posons x = g, et soit K' une extension finie de K
contenant une racine z-itme y de x; soit K’ ’extension non ramifiée de K corres-
pondant 3 K'. Comme I'équation T = x admet la racine simple T = y dans K,
’équation T* = u admet une racine » se projetant sur y, cf. Chap. II, § 4, prop. 7.
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D'aprés 1a prop, 13 du Chap. XIII, on a (r, K'/K) = F, générateur canonique
du groupe de Galois G(K'/K). Si w = (4, =), la prop. 6 montre que w = Fuo/s,
dolt @ = Fyly = Po(x) = P(@), c.q.fd.

Exercice, Soit K un corps complet pour une valuation discréte 4 corps résiduel K parfait. On
suppose que K contient les racines n-itmes de I'unité, » étant premier a°la caractéristique

de K. Déterminer explicitement le symbole (g, b)) By en utilisant la décomposition de By
comme Bz X X(3) obtenue A partir du chuix d’une uniformisante de K (cf. Chap. XII,

§ 3, th. 2).

§ 4. Calcul du symbole (a, b), pour le corps Q, (n=2)

{Nous » 2w bornons A cet exeraple partictlisrernent simple. Le lecteur en trouvera
d’autres, moins triviaux, dans Artin-'{'ate [8], Chap. XII, ou dans Hasse [g1],
Teil I, §§ 15-21; voir aussi Chap. XV, § 3.)

On prend 7 = 2, et K = Q,, corps p-adique usuel. On é&crit (a, b), au lieu de
(a, b)e. Il y 2 deux cas & distinguer :
(i) p# 2.
On se trouve dans le cas modéré, et I’'on peut appliquer la prop. 8. Si xeF%, on a
Py(x) = xP-1i2 — (i), symbole de Legendre. Si Ion écrit alors a et & sous la
forme : ?

a=pa’, b = pb,
a' et b’ étant des unités, on a

. a
€= (— 5} 0

.
d’olt :
& Bp=(—1) 7 " (EY (%)

En particulier, on a (p, §), = (— 1)®-3, et (p, b), = (%) si b est une unité.
(i) p = o.

On ne se trouve plus dans le cas modéré, on doit raisonner directement. Comme
(a, b) , est une forme bilinéaire sur JX*/K*2, la premiére chose a faire est de déterminer
ce groupe. Or, on a le lemme suivant :

Leuue 3. Tout élément x de Z, qui est congru & 1 mod. 8 est un carvé.

Admettons pour un instant ce lemme. Soit U le groupe des unités de Q,, et soit U’
le sous-groupe de U formé des x congrus 3 1 mod. 8. Un systtme de représentants
de U/U’ est {1, — 1, 5, — 5}; le carré de clhiacun de ces éléments appartient A U’.
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On a donc U’ = U?, et le groupe Q}*/Q}2 est un groupe de type (2, 2, 2) engendré
par {2, 5, — 1}. Il suffit donc de déterminer (a, b), pour ces valcurs particulitres.

Ona (— 1, x), = Isie¢tseulement si x est une norme de I'extension Q,(y/——l)/Q,
c’est-3-dire si x s’écrit sous la forme y2 + 22, avec y, 2 Q,. Comme 5 == 4 + 1 et
2=1+4+1,0ona (—1, 2)g=(—1, 5),=1. Si lon avait (—1, —1),=1,
on aurz2it alors (— 1, x)y = I pour tout x, ct — I serait un carré dans Q}, ce qui
n’est pas le cas.’ Donc (— 1, — 1), =—1.

Ona (2, 2)3=1(2, —I1)y=1 et de méme (5, 5)3 = (5, — 1)s = 1. Reste
4 déterminer (2, 5),. S’il était égal & 1, on aurait (2, x); = I pour tout x, et 2 serait
un carré, ce qui n’est pas. Donc (2, 5)y = — 1, cc qui achtve le calcul de (a, ),
dans Q,. Le résultat peut s’énoncer de la fagon suivante :

.
Si u est une unité de Q,, soit w(v) la classe mod. 2 de E 8 1, et soit e(u) la

classe mod. 2 de (¥ — 1)/2. On vérifie facilement que w et e sont des homomor-
phismes de U dans Z/2Z. Avec ces notations, on a :

(2, 4)y = (— 1) si u est une unité,
(4, 0), = (— 1) siy et 2 sont des unités,

Reste 4 démontrer le lemme 3. Plus généralement :

ProrosiTioN q. Soit K un corps complet pour une valvation dizerdte vy on sudpose guz XK st
de caractéristique 2éro, et que som corps résiduel K est de caractéristiue p £ 0. Soit
= 0(p) Dindice de ramification absolu de K(cf. Chap. II, § 5). Pour tout entierm > 1,
nutans U™ le groupe multiplicatif des éléments x de K tels que v(x — 1) > m, ¢f. Chap. IV,
§ 2. Alors, si m>e[(p —1), Dapplication x — xP est un isomorphisme de U™ sur Utnte,
(Lorsque K = Q,, on a p = 2, ¢ = 1, et en prenant m = 2, on Voit que x --» x?

¢st un isornorphisme de U™ sur U, ce qui démante le lemme 3.)
Soit = une uniformisante de K. Soit y e U9, On peut ¢crire y sous la forme :

y =1+ az"¥, avec v(a) > 0.

Posons p = bx*, avec o(b) = 0. Cherchons une racine x e U™ de I'équation x» = .
Si P'on pose x = 1 4 zn™, avec v(z) > 0, on est conduit & I’équation :

I 4 an™t =1 4 prx™ 4 .- + ZPx™P.
Vu l'inégalité m > ¢/(p — 1), tous les termes du membre de droite, sauf les deux
premiers, ont une valuation > m + e. On peut donc écrire I’équation précédente
sous la forme : -
a=bz + g(2)
ol g(2) est un polynédme A coefficients tous divisibles par =. En rédvisant mod. =,
on trouve I’équation @ = b.Z, et comme b # 0, cette équation a une racine et

une seule. D’aprés la prop. 7 du Chap. I, il en est donc de méme de I’équation
=y cq.fd -
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La proposition précédente est le point de départ de ’étude de Ia structure du
groupe U, cf. Hasse {34], § 15 ou bien {59], § 1.8. Nous nous bornerons 4 en donner
une application simple :

Le groupe U est limite projective des groupes U/U™, chacun annulé par
une puissance de p; en passant 4 la limite on en conclut que U™ est un module
sur Uanncax Z, des entiers p-adiques. .

PROPOSITION 10. Les hypothdses et notations étant celles de la proposition 9, supposons
en outre que K s0it une extension finie de degré n du corps Qp. Alors, st m > ef/(p —1), le
groupe U™ est un Z-module libre de rang n, et le groupe UV est produit d’un Zy-module
libre de rang n, et d’un groupe cyclique ’ordre une puissance de p.

Soit ¢ = p le nombre d’¢léments de K; on a ¢f = n. Le groupe Um/Ut=+) est
un groupe abélien de type (p, ..., p) et d’ordre ¢* = p". Soient xy, ..., x. des élé-
ments de U™ engendrant U™ nd. U™, Ils définissent un homoinorphisme

0 : Z5— Utm,

Supposons m > ef(p— 1). Filtrons Z} par les (p*Z,)* et U™ par les Utm+), 1a
prop. 9 montre que 0 est compatible avec ces filtrations et définit un isomorphisme
des gradués associés. D’apres le lemme 2 du Chap. V, c’est donc un isomorphisme,
ce qui démontre la premiere partie de la proposition. [On pourrait aussi remplacer 9
par une exponentielle.] La scconde en résulte en remarquant que U)/U™ est un
groupe fini, donc que U et U™ ont méme rang, et que le sous-module de
torsion de U™ est nécessairement cyclique.

Exemples. (i) Si K = Q,, avec p % 2, on peut prendre m = 1, et I'on voit que U
est isomorphe A Z,; un élément x de U est un générateur si et seulement s'il
n’appartient pas 4 U®; x == 1 1. p en est un exemple.

(1) Si K = Q,, on peut prendre m == 2. Le groupe U == UM s’identifie au produit
direct {4 1} X UD, Le groupe U® est isomorphe & Z,; un élément x de U»
est un générateur si et sculement s'il n a.ppament pas A U, x =142 =5 en
est un exemple.

(On retrouve ainsi des résultats bien connus, cf Bourbaki, Alg., Chap. VI, § 2,
n° ¢.)

Exercices. 1. Interpréter les homomorphismes w et ¢ du groupe U des unités de Q, dans Z/2Z
au moyen de la décomposition en produit U = | =4 1} x U™,

2. Soit K un corps complet pour une valuation discréte & corps résiduel fini. Si la caracté-
ristique de K est nulle, montrer que tout sous-groupe d'indice fini de K* est fermé, Si K est
de caractéristique p + 0, montrer qu'il existe des sous-groupes d’indice'p de K* qui ne sont
pas fermés; quel est le cardinal de I'ensemble de ces sous-groupes?

3. Les hypoth&ses étant celles de Pexer. 2, soit m un entier premier i la caracténstiquc de K.
Soit B, le groupc des racines m-i¢mes de I'unité contenues dans K*, et soit

¢(K*) = (K* : K*~)/Card (Ea);
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c'est le quotient de Herbrand de K* pour le groupe Z/mZ opérant trivialement. Montrer que
I'on a:

#(K*) = m/j|m|| g,
ol ||¥|lx désigne la valeur absolue normalisée de K (cf. Chap. 1I, § 1). (Utiliser 1a prop. 10
pour montrer que ¢(U V) = 1/}im||«.)

§ 5. Le symbole [a, b)

Dans tout ce paragraphe, K désigne un corps de caractéristique p # 0. On pose
§ () = x* — x; c’est un endomorphisme du groupe additif de K.

Soit K,.une cldture séparable de K, et soit G = G(K,/K)}. On a vu au Chap. X,
§ 3 que tout élément 2 e K définit un homomorphisme ¢, : G — Z/pZ de 1a manidre
suivante : on choisit dans K, une racine « de I’équation (s} = a, et 'on pose
9o(8) = sa —a. S& ba(s) = -:'; a(s), l'application ¢, est un homomorphisme de G
dans le sous-groupe LZ/Z de Q/Z, autrement dit un caractére de G. On sait (loc. cit.)

que P'application ¢ — Y, définit un isomorphisme de K/@(K) sur le groupe des
caractéres ¢ de G tels que pp = 0.
Soit maintenant 5 e K*. Conformément aux définitions générales du § I, nous
poserons :
[a, ) = (Ys, B).

C’est un élément de By; on a pla, b) == 0.

ProrosiTioN 11. (i) [2 4 @', b) == [a, b) + [2', b).
(i) [a, bb') == [a, b) + [a, &').
(iii) Pour que [a, b) = O, il faut et il suffit que b soit une norme dans extension K(«)/K,
avee () = a.
(iv) [a, @) = 0 pour tout a e K *,
Les propriétés (1) et (ii) résultent de la prop. 1; (iii) resulte du cor. 1 4 ]a prop. 2.

L’assertion (iv) est évidente si a est de la forme g)(a), avec « € K. Sinon, Iextension

K(a)/K est de degré p, et les con_]ugués de « sont les &léments a +- i, i< ZpZ.
Comme on a :

afa—1) ... (a—pF+1)=cP—a=a
on voit que a est égal 4 1a norme de « dans K(«)/K, d’oi1 [z, @) = 0 d’aprés (iii).

Exemple. Pour p = 2, 1a variété de Severi-Brauer correspondant 2 [g, b) est 1a conique
d’équation homogene x® 4+ xy -} ay? -~ bz* = 0. En particulier on a [q, §) =0
si et seulement si cette conique a2 un point rationnel sur K.

Passons maintenant au cas oi K est le corps des séries formelles £((#)) sur un
corps k de caractéristique p. Si w = f d¢ est une forme différentielle de K, le coeffi-
cient de ¢~ dans f est appelé le résidu de v, et noté Res (w). On démontre (¢f. par
exemple [56], Chap. I, prop. 5') qu’il ne dépend pas du choix de 'uniformisante £
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ProrosiTioN 12. Soit K = k((£)), ou k est un corps parfait de camctmst;que p#0.
Si eeK ¢t beK*, soit ¢ = Res (a—)ek On a alors :

[a, 8) = [¢, ¢) dans B,.

Coomme les 2 meinbres sont bilinéaires, on pcut se borner 4 considérer le cas o1 b
est une uniformisante, c’est-d-dire (quitte 4 changer de variable), le cas b =
Si @ = Y aut", on décompose a cn ay, E AN E a.t", et on considere séparément
chacun de ces cas : n<e n>o

(1) a est une constante. On a Res (a-ti) == g, et 1a formule & démontrers’écrnit[a, ¢) =[a, ¢).
(if) @ = ut~™, avec uek ¢t n>0. On a Res (a th) =0, et I'on doit vérifier que

[a, £} = 0. On raisonne par ricurrence sur n :
Si n est premier A p, on a la relation :

—nfu= £) = [, 477) = [w, w=) —[u™, v).

Or [ut—, ut™) = 0 d’aprés la prop. 11, et [, &) == 0 puisque x est une puissance
p-itiue. Comme n est premier 3 p, on en déduit bien [ui~, ¢} = 0.
Si n =mp, on pose u =v?, d'ol

ut™ = Q") + o, et [ut=", 8} = [ve==, ) =0
d’aprés U'hypothése de récurrence.
(iii) a = E a.t". On a Res (a—) =0, et I'on voit vérifier que [q, ) = 0. Cela

résulte de Ia. formule ¢ = — ) (a'), avec
__=a+aP+aP"+...

Remargue. La proposition précédente rameéne le calcul de [q, 5) & celui de [¢, ¢), ot ¢
cst une constante. Ce dernier calcul peut s’effectuer dans le cas général (cf. exer. 1);
nous nous bornerons toutefois au cas du corps de classes local.

Supposons donc que £ soit un corps quasi-firi, On peut alors transformer 1’é1é-
ment [a, ) au moyen de Pisomorphisme invy : By — @Q/Z. On trouve un élément

inv{a, b) de —;-Z/Z. Nous poserons :

[a, 6), = p.inv {a, b).
C'est un élément de Z[pZ.

ProrosiTioN 13. Siae K, est une racine de Péquation ) (a) = a, et sis, = (b, */K), 0na:
[a, b)y = so(a) — a.

Cela résulte de la proposition 3.
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ProrosttioN 14. (i) [a + 4/, ), =g, ), + [a', b)..
(1) [a, b6"), = [a, &)y 4 [a, &'}
(ii1) Pour que [a, b), = 0, 1l faut et il suffit que b soit une norme dans Pextension K{(:)JK;
avec ) (a) = a. D
(iv) [a, a), == 0 pour tout acK*.
(v) Si[a, b) = O pour tout be K*, on 2 a< @P(K).

Les propriétés (i) 2 (iv) résultent des propriétés correspondantes du symbole
{a, ), cf. prop. 11. La propriété (v) résulte du corollaire 2 la prop. 3.

Nous nous proposons maintenant de calculer explicitement [g, 4),. Nous aurons
besoin du résultat suivant, tout 3 fait analogue au lemme 2 :

LEMME 4. Soit k un corps cuasi-fini de caractéristique p 0. Si x ek, soit yek, 1 5:¢
2(9) ==, &t soit 2 22 1y —-y. On a ze ¥, = E[pL, Déliment z ne dépend pas de y, ¢ty
si on le note S(x), U'application S définit par passage au quotient un isomorphisme de klgﬂ(k)
sur Z[pZ.

Cela résulte de la théoric d’Artin-Schreier et du fait que £ posstde une extension

cyclique de degré p et une seule,

Exemple, Si k est un corps fii A ¢ = p/ éléments, 'application S est donnée parla
formule : )

Sy =x"" 4 parpx = Trusg,(%).
On a en effet :
S(x}) = Fy—y =_)"P/ 4
_—:(]’J—-)P, )+"'+(.7P—.7)
— xP,-l 4P x= Tr,,,,P(x).

Revenons maintcnant au calcul de [a, 5),:

ProrostTioN 15. Soit K = k((t)), od k est un corps quasi-fini-de caractéristique p. Si
aeK et beK*, on a:

[a, 8), = S (Res (ad—:)).

COROLLAIRE. §1 & est un corps fini, on a [a, b}, = Trip, (Res (a%é)).
Vu la proposition 12, on peut se borner au cas ol 2 est une constante (i. e. un
élément de £), et ol & = £. On doit montrer que l'on a [a, t), = S(a).
Soit £’ une extension finie de £ contenant une racine « de I'équation P () =4,
et soit K’ = £’((£)). L’extension K'/K est non ramifiée, et la prop. 13 du Chap. XII1
montre que (t, K'/K) = F, générateur canonique du groupe de Galois

G(K'/K) = G(k'[K).
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D’aprés la prop. 13, on a:
[a, t)e = Fa — a = S(a),  cqfd

ProrosiTION 16. Soit K = k((¢)) od k est un corps quasi-fini de caractéristique p. Si un
élément b e K* est une norme dans toute extension cyclique de K de degré p, on a be K*»,

L’hypothése revient & dire que [, 4), = 0 pour tout ae K. 5i § n’était pas une
puissance g-idme, la forme différentielle db/b ne serait pas identiquement nulle;
pour toute constante ¢, on pourrait alors choisir a de telle sorte que a%b- = c—dt—t,
d’aptes 1a prop. 15, on aurait S(¢) = 0, ce qui est absurde puisque S : k{2 (k) > Z/pZ
est surjectif.

Reargues. 1) La prop. 15 est due & H. Schinid [55]; on en trouvera une démons-
tration par voie « globale » dans [56], Chap. VI, n° 30.

2) Tous les résultats de ce paragraphe s’étendent aux caractéres d’ordre une puis-
sance de p donnés par les vecteurs de Witt; on est ainsi conduit A des symboles
[a, b) avec a e WL(K), b= K*, cf. Witt [73].

Exercices. 1. Soit £ un corps parfait de caractéristique p, soit 4 = G(k,/k), et soit X() le groupe
des caractéres de g. Soit K = k((f)). La composante p-primaire du groupe de Brauer de &
est nulle (cf. Chap. X, § 4, exer. 1). Le th. 2 du Chap. XII montre alors que la composante
p-primaire de B, s’identifie 2 celle de X(1). Soit ce k. Montrer que I'image de [¢, f) par cet
isomorphisme est I’élément ¢, de X(3) défini comme on I’a dit au début du §.

2. Soit k un corps de caractéristique p, soit K = £((?)), et soit cek, cekr. Montrer que
[t71, ¢) est un élément de By d’ordre p qui n’est décomposé par aucune extension non ramifiée
de K

§ 6. Le théoréme d’existence

Nous nous plagons maintenant dans le cadre usuel de la théorie du corps de classes
local : K désigne un corps complet pour une valuation discréte v & corps résiduel
Jfini (’est donc un corps localement compact, cf. Chap. I, § 1).

T:gorEME 1. Tout sous-groupe fermé d’indice fini du groupe K* est un groupe de normes
(a2u sens du Chap. XI, § 4).

(En d'autres termes, si H est un tel sous-groupe, il existe une extension abélienne
finie L/K telle que N, (L*) = H; on sait d’ailleurs que, si une telle extension
existe, elle est unique.)

Considérons ]a formation de classes du Chap. XIII, § 4. Nous allons montrer
qu’elle vérifie les conditions du th. 2 du Chap. XI, § 5. Il y a trois axiomes & consi-
dérer.

II1. 1. Pour toute extension finie FJE (E étant une extension finie de K), Papplication
Nirg @ F* — E¥* est propre.
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En effet, tout compact de E est contenu dans un nombre fini de translatés du
groupe des unités Uy, et N;;1(Ug) = Uy, qui est compact.

I11. 2. Pour tout nombre premier p, il existe un corps E, tel que, si E contient E,, Papplication
x —» xP de B* dans lui-méme a un noyau compact et une image qui contient les normes univer-
selles.

Si p est distinct de la caractéristique de K, on prend pour E, le corps obtenu
en adjoignant 3 K les racines p-i¢mes de I'unité, Si E contient E,, le noyau de x — »?
est cyclique d’ordre p, donc compact. Si x € E* est une norme universelle, le corollaire
A la prop. 7 montre que x € E*,

Si p est égal A la caractéristique de K, on prend E, = K. Le noyau de x — x?
est réduit & {1}. Si x « E* est une norme universelle, la prop. 16 montre que xe E*? et
I’axiome III. 2 est bien vérifié,.

I11. 3. Il existe un sous-groupe compact U, de E* tel que tout sous-groupe fermé d’indice
fini de E* contenant Uy soit un groupe de normes.

On prend pour Ug le groupe des unités de E. Les sous-groupes d’indice fini de E*
contenant Ug sont les images réciproques par Ja valuation discréte z, des sous-
groupes nZ de Z. La prop. 13 du Chap. XIII (ou bien la prop. 3 du Chap. V, au
choix) montre que ces groupes sont groupes de normes pour les extensions non
ramifies de K, c.q.Rd.

CoROLLAIRE 1. Pour qu'un sous-groupe d’indice fini de K* soit groupe de normes, il faut et
il suffit qu’il contienne U, pour n assez grand. '

En effet, dire qu’un sous-groupe H de K* contient un U équivaut i dire que H
est ouvert; si H est d’indice fini dans K*, les conditions « H est ouvert » et « H est
fermé » sont trivialement équivalentes.

Remarque. Pour un groupe de normes H donné, il existe évidemment un plus pesit
entier n tel que H contienne UY); nous verrons au chapitre suivant comment cet
entier se détermine A partir des groupes de ramification de ’extension correspondant
a H.

CoOROLLAIRE 2. (i) L'intersection des groupes de normes de K* est reduite & {1},

(il) Si X, désigne le groupe d'inertie de Iextension K*[K (¢f. Chap. X111, § 3), lapplication
de réciprocité Uy, — Xy est un isomorphisme de groupes lopologiques.

(iii) Le groupe %y = G(K*/K) est extension de Z par U,.

Soit = une uniformisante de K; si m et n sont deux entiers > 1, soit V, » le sous-
groupe de K* engendré par =™ et U, Ces sous-groupes sont fermés, d’indice fini,
et leur intersection est réduite A {1}; comme, d’aprés le théoréme 1, ce sont des
groupes de normes, on en déduit (i). Pour (ii), il suffit de remarquer que 12 topologie
de Uy est définie par ses sous-groupes fermés d’indice fini, et que Uy est compast pour
cette topologie. Enfin (iii) résulte de (ii), puisque /T, = 2.

SERRE 15
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(On peut dire, de fagon quelque peu imprécise, que U s’obtient A partir de K*
en remplagant le facteur direct Z par son complété .

Remarques. 1) Lorsque K est de caractéristique zéro, tout sous-groupe d’indice
finl de K* est fermé (cf. § 4, exer. 2); il n’en est plus de méme lorsque K est de
caractéristique p £ 0 (idem).

2) On peut présenter le th. 1 de facon plus frappante en procédant comme le
le fait Weil [67] pour les corps de fonctions :

Soit K¢ I’extension abélienne maximale de K, qui contient K,,. Soit %% le
sous-groupe de A, = G(K°/K) formé des éléments de 2, qui induisent sur K,,
une puissance enfiére de la substitution de Frobenius F. Ona ¥, c % et %2/Y, = Z;
on topologise A} en considérant ¥, comme tn sous-groupe ouvert de AL. Ceci étant,
DPapplication de réciprocité x — (%, *[K) définit un isomorphisme du groupe topologique K*
sur le « groupe de Galois modifié » U3

3) Soit K un corps complet pour une valuation discréte & corps résiduel quasi-fini K.
Le th. 1 est encore valable pour les sous-groupes de K* d’indice fini premier A la
caractéristique de K, cf. exer. 2, mais il ne 'est plus pour ceux dont I’indice est
une puissance de cette caractéristique ; cf. Whaples [71], ol 'on trouvera diverses
caractérisations des groupes de normes, reposant essentiellement sur la structure de
« groupe proalgébrique » du groupe des unités de K; voir aussi Chap. XV, § 1, exer. 2.

Exercices, 1. Soit K’ une extension finie de K; montrer que 1'application naturelle ¥, — %,
et le transfert %, — %, appliquent ’un dans I’autre les sous-groupes A% et AL.. Expliciter
les props. 10, 11, 12, 13 du Chap. XIII au moyen de l'isomorphisme K* — %§.

2. Soit K un corps complet pour une valuation discréte 4 corps résiduel K quasi-fini. Soit H
un sous-groupe d'indice fini de K*, et soit n = (Uy : HnUyg). On suppose que » est premier
A la caractéristique de K.

a) Mont_r_er que H contient U, Le groupe Hn Uy est donc image réciproque d’un sous-
groupe H d’indice n de K*.

5) En utilisant 'exer 1. du § 1 du Chap. XV, montrer que H = K**, que K et K conticnnent
les racines n-itémes de I'unité, et que H est groupe de normes d’une extension abélienne de K.

§ 7. Exemple : extension abélienne maximale de Q,.

TrutorEME 2. Soit p un nombre premier, et soit E le corps oblenu en adjoignant toutes les
racines de unité & Q. Le corps E est extension abélienne maximale de Q.

Posons K = Q,, et soit K* ’extension abélienne maximale de K. On a évidem-
ment Ec K°. Nous avons vu au Chap. IV, § 4 que E est composée des extensions
linéairement disjointes K, et K,», dont nous avons déterminé les groupes de Galois
sur K. On a :

Ke> Es K,

d’odt un homomorphisme surjectif = : G(K*/K,.) - G(E/K.,). D’aprés le corollaire 2
au théoréme 1, G(K/K,) est isomorphe au groupe U, des unités de Q,; il en est
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de méme de G(E/K.) = G(K,«/K) d’aprés la remarque 1) du Chap. IV, § 4.
IL’homomorphisme = peut donc étre considéré comme un endomorphisme sutjectif
de U,. Mais U, est un Z-module isomorphe au produit d’un groupe fini par Z,,
cf. § 4; en particulier, c’est un Z-module noethérien. Or tout endomorphisme
surjectif d’un module noethérien est bijectif (Bourbaki, Alg., Chap. VIII, § 2,
lemme 3). Donc = est bijectif, ce qui entraine E = K¢ ¢.q.fd.

Remarques. 1) On a en fait n(x) = x ~ 1. C'est immédiat par voie globale en utilisant
la loi de réciprocité d’Artin (cf. Annexe) et Dwork {21] en a donné une démonstra-
tion « Jocale ».

2) Le th. 2, ainsi que la formule n(x) = x ~ 1, est un cas particulier d’un théoréme
général de Lubin-Tate [98] donnant une description explicite de K* pour toute
extension finie K de Qp; les racines de I'unité d’ordre une puissance de p sont alors
remplacées par les « points d’ordre fini » d’un certain groupe forinel associé 3 K
(cf. [98], ainsi que [75], p. 146-155).

Exercice. Montrer que p est une norme dans chacune des extensions K. +/K. En déduire que
(p, K,,u[K) = 1.



ANNEXE

Cas global (énoncé de résulitats)

Soit K un corps de nombres algébrigues, c’est-a-dire une extension finie de Q. A toute
valeur absolue » de K on associe le complété K, de K pour la topologie définie
par 2. Ces corps sont de deux sortes : pour v ultramétrique, K, est un eorps du
type considéré au paragraphe précédent, pour » non ultramétrique K, est iso-
morphe 4 R ou €. On notera que la théorie du corps de classes local s’applique
(trivialement !) 4 R et C; en particulier, on a un « isomorphisme de réciprocité »

/: R*/N(¢*) > G(¢/R)

qui se définit de fagon évidente.

Un idlle de K est, par définition, une famille {x,}, avee x,e K¥ pour tout g, et
%, étant une unité pour presque tout v. Les ideles forment un groupe I pour la
multiplication; le groupe multiplicatif K* se plonge de fagon naturelle dans I,.

Soit maintenant L/K une extension abélienne finie, de groupe de Galois G. Pour
toute valeur absolue » de K, choisissons une valeur absolue w de L prolongeant v.
Le groupe de décomposition D, de w ne dépend pas du choix de w; c’est le groupe
de Galois de ’extension locale L, /K,. On a donc pour tout v (y compris les valeurs
absolues non ultramétriques) un isomorphisme de réciprocité :

£ : K*/NL* - D,.

Si x = |x,} est un idele de K, les f,(x,) sont presque tous égaux A 1. En effet,
presque toutes les extensions locales L, /K, sont non ramifiées, et presque tous les x,
sont des unités : notre assertion résulte de la prop. 13 du chap. 13. On peut donc
multiplier les £,(x,), et définir une « application de réciprocité » globale

f:ly->G.
La loi de réciprocité d’Artin s’exprime ainsi ;

Tréorkue. L application f est surjective, et son noyas est engendré par K* ot Ny (I,).
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Pour la démonstration, voir Artin-Tate [8], Chap. VII, § 3. L'un des points
essentiels est le fait que K* est contenu dans le noyau de f; ce ne serait plus vraj
si Pon changeait le choix des substitutions de Frobenius dans les corps locaux K,.

Le théoréme ci-dessus contient comme cas particulier celui que nous avions
appelé « loi de réciprocité » au Chap. I, § 8. De facon plus précise, soient y; les
valuations discrétes de K qui sont ramifiées dans L. Dans I'extension locale L, /K.,
le groupe de normes N, est un sous-groupe ouvert de K}!, et il existe donc un entier
n; tel que z(x — 1) > n, entraine xe N,, cf. cor. 1 au th. 1. Considérons alors un
£lément xe K* vérifiant les deux conditions suivantes :

(1) w(x— 1) > n pour tout i.
(ii) x est > O dans tout plongement réel de K qui n’est pas induit par un plongement réel de L.

Soit & = (x) I'idéal principal engendré par x. Alors le symbole d’Artin (a, L/K)
est dgal & 1, ce qui précise I'énoncé du Chap. I (en indiquant comment on doit
choisir les n)). .

La démonstration est immédiate : on écrit que f(x) = []f.(x) est égal & 1.
Les termes correspondant aux v, et aux valuations non ultramétriques sont triviaux,
A cause des conditions (i) et (ii). Les autres se calculent au moyen de la prop. 13
du Chap, XIII, et donnent comme produit (s, L/K), d’oul le résultat.

Astre application : Supposons que K contienne les racines n-itmes de I'unité, et
soient ¢, be K*, Soit L = K(a¥"). En appliquant & e K* la formule f(5) =1,
on trouve la relation :

() H (a, 8), = I

v

[Lorsque K, = R, ce qui ne peut se produire que si n = 2, le symbole (a, b}y
correspondant est égal A — 1 si a et & sont négatifs, 4 + I sinon.]

Exemple : Prenons K = Q, n = 2, et ehoisissons pour a et b des nombres premiers
# 2 distincts. D'aprésle § 5, on a @

b e—1 51

@o=(3) @o=(5) @h=(=n* 7,

et les autres (s, b), sont égaux A 1. La formule (*) redonne la lo: de réciprocité quadra-
tique :

) () T

(£)(2)- 7.
Pour d’autres exemples, voir Artin-Tate [8], Chap. XII, § 4, Cassels-Frshlich [75]
ainsi que Hasse [31].



CHAPITRE XV

RAMIFICATION

Soit K un corps complet pour une valuation discréte de corps résiduel K quasi-
fini. Soit L/K une extension abélienne finie, de groupe de Galois G. Ou a défini
au Chap. XIII, § 4 Pisomorphisme de réciprocité

o : K¥NL* - G.

Le but du présent chapitre est de déterminer les relations existant entre o et la
filtration de G donnée par les groupes de ramification; nous verrons en particulier
que I'image de UL par w est égale & G* (cf. § 2).

§ 1. Noyau et conoyau d’un polynome additif (resp. multiplicatif)

Dans tout ce paragraphe, k désigne un corps quasi-fini.
Soit P un polynbme additif non eonstant, A coefficients dans £ (cf. Chap. V, § 5).
Si £, désigne la cloture algébrique de £, I'homomorphisme P : k, — k, est surjectif.

PropositioN 1. Soit N le noyau de P dans k,. St x e k, choisissons yek, tel que P(y) = x,
et soit z =Fy—y. On a zeN, et l'image Z de z dans N|(F — 1)N ne dépend pas du
choix de y. Si on la note 8,(x), Uapplication §, définit par passage au quotient un isomorphisme
de k[P(R) sur NJ(F — 1)N.

Changer y revient i le remplacer par y + ¢, avec fe N, et 2 est alors remplacé
par z + (Ft— t); cela montre bien que Z ne dépend pas du choix de y. On voit tout
de suite que 3,(x) = 0 si et seulement si x = P( 3), avec y e k. Reste A voir que

3 : k/P(k) -~ NJ(F— )N

est surjectif. Sik est de caractéristique zéro, c’est trivial : P est de la forme X, a e k*,
et N = 0. Si £ est de caractéristique p, soit = N; d'aprés la prop. 4 du Chap. XIII,
il existe yek, tel que Fy —y == 2. Si I'on pose x = P(y), on a

Fx—x=PFy—3) =P(z) =0

d'oll x ek, et il est clair que §,(x) = Z, e.q.f.d.
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[Variante. Soit g = G(k,/k). On applique la suite exacte de eohomologie A la
suite exacte de g-modules

0->-N—>k.—I:k.—>0.

On obtient la suite exacte :

2 b Ny~ 0

et comme H!(g, N) = N/(F — 1)N, on obtient bien la prop. 1.]

COROLLAIRE 1. Si lout élément de N appartient & k, U application 5, est un isomorphisme de
k[P(k) sur N.
En effet, on a alors Fz = z pour tout zeN.

COROLLAIRE 2. L'ordre de k[P (k) est fini, c’est un diviseur du degré séparable d,(P) de P,
et il lus est dgal si et seulement si N est contenu dans k.
En effet, on sait que l'ordre de N est égal 4 4,(P), cf. Chap. V, § 5.

COROLLAIRE 3. Le noyau et le conoyau de P : k — k sont des groupes finis équipotents.
Soit N, le noyau de P : k£ — k, c’est-a-dire lintersection de N avec £. On a la
suite exaete :

0> N~ NIZIN = NJF—1)N > 0.

Comme N est fini, il en résulte que N, et N/(F — 1)N sont équipotents, d’otr le
résultat.

Exemples. 1) Plagons-nous en caractéristique p 7 0, et prenons pour P le polynéme
P(X) =X?—X. On a N=2Z[pZ, et I'isomorphisme 3p : ¥/ (k) - Z[pZ n’est
autre que Pisomorphisme S du Chap. XIV, § 5. '

2) Prenons plus généralement P = aX? 4 X, a, bek*. Si P n’a pas de zéro non
trivial dans £, on a N/(F — 1)N = 0, d'ou £ = P(k) Si P a un zéro non trivial, soit
¢, I'équation P(y) = x s'écrit :

ac?( yP[er) + be( yfc) = x,

ou eneore :
(e —yle = a~ters.
On a donc:
P(x) = Fy —y = ¢.(F(y/6) —yfc) = ¢.5(a"%"Px) = —c.S(b~Tc )

ce qui ramene le calcul de 3, & eelui de S. -
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Passons maintenant au eas multiplicatif :

ProrostTion 2. Soit P = X", avec n > 1, et sott N le noyau de P ; k¥ — k*. Si xek,
chotsissons y ek} tel que P(y) = x, et soit z = "1, On a zeN, et I'image 7 de z dans
N/NF~1 ne dépend pas du choix de y. Si on la note §,(x), Uapplication 3, définit par passage
au quotient un isomorphisme de k*[P(k*) sur NJNF-1,

(Pour respecter I'analogie avec le cas additif, on a utilisé la notation exponen-
tielle : yF = F().)

La démonstration est la méme que celle de la prop. 1.

COROLLAIRE 1. Si lout dlément de N appartient & k%, I'application 3, est un isomorphisme
de k*|P(k*) sur N.

CoRoLLARE 2. L'ordre de k*[P(k*) est fini, C’est un diviseur du degré séparable d,(P) de
P, et il lui est égal si et seulement si N est contenu dans k*.

COROLLAIRE 3. Le noyau ¢t le conoyau de P : k* — k* sont des groupes finis équipotents.
Les démonstrations sont les mémes que pour les corollaires correspondants du
cas additif.

Exemple. Supposons que 2 soit premier 4 1a caractéristique de £, et que £* contienne le
groupe E, desracinesn-i¢mesdel'unité. Ona N = E,, et’isomorphisme 5, : £* [k ** - E,
n’est autre que 'isomorphisme P, du Chap. XIV, § 3.

Exercices. 1. Soit k un corps quasi-fini.

@) Soit m un entier 3> 1, et premier i la caractéristique de k. Soit E,, le groupe des racines
m-idmes de l'unité dans k¥*. Montrer qu'il existe un diviseur n de m et un seul tel
que E, nk* = E,. Montrer que k*™ = k**, et en déduire que k*/k*™ est cyclique d'ordre n.
b) Soit H un sous-groupe de k* d’indice fini m. Montrer que m est premier 2 p, Si 7 est 'entier
défini dans (a), montrer que m = 1 ct H = k*» (noter que H contient k*™),

¢) Déduire de (b) que les sous-groupes d’indice fini de k* sont les sous-groupes k*», ol »
parcourt I'ensemble des entiers premiers i la caractéristique de k, ct tels que E, ck*.

2. Soit k£ un corps quasi-fini, et soit A un k-groupe algébrique commutatif (sans éléments
nilpotents), linéaire, et absolument irréductible (c’est donc le produit d’un groupe de type
multiplicatif par un groupe unipotent). On note A, (resp. A, ) le groupe des points de A ration-
nels sur k (resp. sur k).

a) Soit § = G(k/k). Montrer que H9(g, A,) = 0 pour tout ¢ > 1.

b) Soit A’ un k-groupe algébrique vérifiant les mémes hypothéses que A, et de méme dimen-
sion. Soit P : A’— A un homomorphisme de noyau fini N. Définir un isomorphisme

8 : AJP(AL) > N/(F — )N
par le procédé des propositions 1 et 2. Généraliser les corollaires 1, 2, 3.

¢) Un sous-groupe de A, est dit rormigue 'l est de la forme P(A}), pour un homomorphisme
P : A’ — A convenable, Montrer que Pintersection de deux sous-groupes normiques est
normique, et que tout sous-groupe contenant un sous-groupe normique est normique,



§ 2 RAMIFICATION : 233

d) Lorsque k est un corps fini, montrer que '’hypothése « A est linéaire » est superflue, et
que tout sous-groupe de A, est normique (cf. Lang [39]). Donner un exemple montrant qu'il
n’en est plus ainsi dans le cas général,

[Les sous-groupes normiques intervicnnent dans le théoréme d’existence de Whaples [71] :
si K est complet pour une valuation discréte 4 corps résiduel K quasi-fini, un sous-groupe H
d’indice fini de K* est groupe de normes si et seulement si il contient U pour n assez grand,
et si l'image de HnUy dans Ug/U} est un sous-groupe normique de Uy/Uj (ce dernier
¢tant considéré comme ’ensemble des points rationnels sur K du groupe algébrique Uy, /U, ,
cf. Greenberg [25]).]

§ 2. Les groupes de normes

Nous supposons 4 partir de maintenant que K est un corps complet pour une
valuation discréte de corps résiduel K quasi-fini.

Soit L/K une extension galoisienne fotalement ramifiée, de groupe de Galois G.
On voit tout de suite que U,/NU, s’identific 2 K*/NL*. Nous allons étudier la
filtration de U, /NU, définie par les images des Ug.

D’aprés la prop. 9 du Chap. VI, on a une suite exacte :

0 > GyonfGunys — U U+ Mo g g

ol N, est défini par un polyndme additif (resp. multiplicatif) si n > 1 (resp. si» = 0).
Le degré séparable de ce polyndme est égal & (G : Gyenys1), C€ qui permet de
Iui appliquer le cor. 1 4 la prop. 1 (resp. 4 la prop. 2). On obtient ainsi :

ProrositioN 3. Le groupe Un/UR+INU® est isomorphe au groupe Giyeny/Gunysre
Posons f = (Gyey : Geres)-

CorOLLAIRE 1. On g (Uk : U INUE) = h,.
C’est clair.

COROLLAIRE 2. Le groupe NU{™ est un sous-groupe d’indice fini de Uk. Si v, désigne cet
indice, on a v, = 1 pour n assez grand; de plus, V. divise Boyihe, U'égalité ayant liew si e
seulement si ["homomorphisme canonique :

(+s) URYNUE** — Ui /NUE®
est njectif.

On sait que Uk = NU}{® i n est assez grand (cf. Chap. V, § 6, cor. 3 4]a prop. g).
D’autre part, on a la sujte exacte :

U?l/NUi(u +1) - Ui /NU'}'.(') — Ui /UiﬂNUt(') -0

Cette suite exaete montre que, si Vny, est fini, il en est de méme de 2., et que v, divise
Ungifin; 1€ quotient vay fiafva est égal A I'ordre du noyau de ’homomorphisme (*.),
d’ol le corollaire.

SERRE 16
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COROLLAIRE 3. L'entier vo = (Uy : NU,) = (K* : NL*) est un diviseur du produst des h..
En effet, v, divise v,k,, qui divise v4h ko, . . ., qui divise .fa~; . .. k. En prenant n
assez grand pour que 7, == I, on obtient le résultat eherché.

Remarque. Comme le produit des &, divise [L : K], on retrouve le fait que (K* : NL’)
divise [L : K], cf. Chap. XIII, prop. 9.

TuEOREME 1. Supposons G abélien. Alors :
a) On a G, = G,y s5i o(m) nest pas entier.
by On @ v, = vpy1ha pour tout n.
¢y Lapplication canonique de Ux[NU}™ dans K*NL* est injective.
D’aprés la prop. 9 du Chap. XIIJ, ona v, = [L : K], ou, ce qui revient au méme :

= .]I;I.; (G : Guar)-

Mais d’autre part, le eor. 3 & la prop. 3 montre que y, divise le produit
H(GK,.): Gyny41)- 1 g’ensuit que (Gn: Guyy) = si m est pas de la forme §(n),
c’est-a-dire si ¢(m) n’est pas entier, d’oli (¢). De méme, si v, divisait strictement
Ungifta pOUr un entier n, v, diviserait strictement le produit des 4,, ee qui est
impossible; d’ou (§). D’aprés le cor. 2 A la prop. 3, les homomorphismes

(%) : UsH UL —» U /NUL®
sont tous injectifi. En les composant, on voit que ‘
UH/NUE™ - U, /NU,
est injectif, d’ott (¢) puisque U /NU, = K*/NL*,

Remarque L’assertion (a) n’est autre que le théoréme de Hasse-Arf, dont on obtient
ainsi une seconde démonstration (valablc seulement lorsque le eorps résiduel est
quasi-fini).

COROLLAIRE 1. Les groupes UX/NUL® forment une filtration décroissante de K*|NL*,
On a Ux/NU{® = 0 i et seulement si G = |1].

La premiére assertion ne fait que reformuler (c). Pour la seconde, on remarque
que v, = 1 équivaut & fy = hayy = -+ = 1, C’est-d-dire G" = G = ... = {1}.

COROLLAIRE 2. Soit ¢ le plus grand entier tel que G. 5% {1}, .mtf-. 9(¢) + 1. On
a alors UL e NL*, et f est le plus petit entier jouissant de cette propridsé.

[L’idéal pk s’appelle le conducteur de ’extension L/K; lorsque L/K est ’extension
cyclique définie par un caractére y de degré 1 de G(K,/K), le eor. 4 la prop. 6 du
Chap. VI montre que pk coincide avec le condusteur d’Artin f () de y.]

On sait que Uk est eontenu dans NL*, cf. Chap. V, § 6, cor. 3 4 la prop. g.
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D’autre part, le corollaire 1 montre que UL™ n’est pas contenu dans NL*, puisque
G5! = G, est non trivial.

CoroLLARE 3. L'application de réciprocité » : K*NL* —» G transforme la filtration des

Us/NUE™ en la filiration des G~
I1 suffit de montrer que, pour tout sous-groupe H de G, les relations :

o(Uk)cH et GcH

sont équivalentes. Passant au quotient par H, cela revient 1 dire que o(U}) = {1}
équivaut & G* = {r1}. Or, d’aprés le cor. 2, la premiére relation %équivaut A n > f;
la seconde relation signifie que Gy = {1}, €’est-d-dire §(r) > ¢, ou encore

n2e()+ 1=/ c.q.fd.

TuiorEME 2. Soit L/K une extension abélienne, de groupe de Galois G. L'image de U
bpar Papplication de réciprocité » : K* — G est dense dans G".

Vu la définition de G*, eela revient 4 dire que o(Uk) = G* lorsque L/K est
finie. Soit alors T le groupe d'inertie de G, et K'/K Pextension abélicnne eorres-
pondante. Notons ' I'application de réciprocité dans I’extension L/K'. D’aprés le
cor. 3 au th. 1, on a

’(UK) = Tn . Gu
D’autre part on a wo Ny =o' (Chap. XIII prop. 10), et N, (Uz) = Uk
(Chap. V, prop. 3). On en déduit bien w(Uk) = G*, e.q.f.d.

Remarque. Dans le cas « usuel » oi K estﬁm, on a o(Uk) = G* puisque Uk est
eompact.

§ 3. Calculs explicites

Revenons 4 la situation du théoréme 1. Soit donc L/K une extension abélienne
finie, totalement ramifiée, de groupe de Galois G. On a vu (cor. 3 au th. 1) que
I'isomorphisme de réciprocité

. >\

w : K*/NL* -» G

transforme les So;.lS-gI‘OLlPCS U";/NU,‘-:"" de K*/NL* en les groupes de ramification G
de G. Par passage au quotient, on en déduit des isomorphismes

ws ¢ URJUFINUE® — G*/G**L,
D’autre part, on a vu que ’homomorphisme
N,: Ut(l)lut(-)-l-l - Uz /Unﬂ

est induit par un polynéme additif (resp. multlphcatl.f sin>1 (resp. si n =0),
polynéme que I’on peut en outre déterminer canoniquement (c est-a-dire de telle
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sorte qu’il soit invariant par extension résiduelle, cf. Chap. V, § 6, remarque 2). A
ce polynéme est associé par le procédé du § I un isomorphisme -

3, ¢ Ux/URINU® — Gyuy/Gyiapsa

cf. prop. 3. On a Gyuy= G, et le théoréme de Hassc-Arf montre que Gyuyr = G*H.
Ainsi, a et 5. appliquent tous deux Uk/UFNUF™ dans G*/G +, 1l s’impose de les

eomparer :

PROPOSITION 4. On 2 wa(a) = 5a(x~1) pour tout «e UR/URINUF®.

Posons L, = L.,, K, =R,,, f. Chap. XIII, § 5, Commengons par expliciter
le calcul de 3. (x). Vu les définitions du § 1, on doit ehoisir un élément g e UfM/UH
tel que N, (B) = «, former { == g*~1, qui est un élément du noyau de N,, et est donc
dela forme =~ mod. Uf!"*, avec s e G, = étant une uniformisante de L; on a alors
8a(x) =5 mod. G**1. De facon encore plus explicite, choisissons un représentant
xeUx de o, et un ye UL® tel que Ny = x (c’est possible, cf. Chap V, §6, cor. 3 &
la prop. g). Posons Z=)"1; 0onaz=n"1, avec seG" et 2’ e U et

8.(«) = s mod. G,

Distinguons maintenant deux cas :

a) La caractéristique de K est différente de zéro.

D’aprés la prop. 15 du Chap. XIII, il existe y’ & U™ tel que 2’ =»'*-% Onen
déduit (yy'~1)*~1=x*"1, Si x'=Ny’, ona (xx~)"1=1,douxx'~le K*etx' e K*.
En outre, le théortme de Dwork (Chap. XIII, § 5, cor. au th. 2) montre que
w(xx'~1) = s~1, Comme x' appartient & U¥2n K* = U¥*?, on a w(x’)eG™, et
o(x) = s med. G, ce qui démontre la proposition dans ee cas.

b) La caractéristique de K est dgale & zéro.

On a G*==|{1} si n> 1, et ’on peut donc supposer que n = 0. De plus, le
groupe G est cyclique, et si 7 est son ordre, le corps K contient le groupe des racines
r-iémes de I'unité, cf. Chap. IV, § 2. On peut ehoisir pour x et y des représentants
multiplicatifs (cf. Chap. II, § 4); I'élément z = "~} est alors une racine r-iéme de
I'unité, et I'on montre facilement qu’elle peut se mettre sous la forme -1, ol =
est une uniformisante de L et s un élément de G eonvenablement choisis. On applique
ensuite le théor¢me de Dwork comme dans le cas a).

La proposition précédente ramene le calcul de wa & eelui de 3, c’est-a-dire en
définitive & celui de N,. Donnons-en un exemple :

Prorosrrion 5. Soit LiK une extension cyclique, tolalement ramifie, de degré premier p
dgal & la caractéristique de K ; soit G son groupe de Galois, et soit s un générateur de G; soit ¢
le plus grand entier tel que G, # III Soit = une uniformisante de L, et posons M = s(x) [x— 1.

Soit x e Uk, et soit ¢(x) = « Alors c(x) appartient & I'anneau de valuation de K, et,

T (M)
5 E(x) désigne son image dam K,ona:

(x, LK) = s%Ge),
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[Pour la définition de S : K — Z/pZ, voir Chap. XIV, § 4.] :
Soit =’ un élément de K tel que 7, (=) = ¢. On a alors Tr(M) = bx', N(M) = a«’
avec g, be Uy, cf. Chap. V, § 3. Sil’'on pose y = 1 + qM, avec neA,on a:

N(y) =1 + (ay® + bn)x’ mod. Ui,  cf. Chap.V, § 3.

L’applieation N; se représente donc par le polynéme additif Pi(n) = @n? + Iy, et
puisque N(x*) =1, 3 = 1 est un élément du noyau de P;. D’aprés 'exemple 2
du § 1, 3, () est égal & — S(3-%). Si x = 1 4 &x', 3(x) est donc égal & 5=, avec
m = — S(§~1¥) = — (), d’ol1 le résultat, compte tenu de la proposition 4.

La proposition 5 peut elle-méme servir A calculer certains symboles locaux (g, 5),.
Nous nous bornerons 4 en donner un exemple :

PrOPOSITION 6. Supposons que K (resp. K) soit de caractéristique zéro (resp. p), et que K
contienne le groupe E, des racines p-ibmes de unité, Soit w un générateur de ce groupe. Soit
e = v (p) Uindice de ramification absolu de K, et soit t = ep[(p — 1); c’est un entier. St
aeK* et beUk, ona:
= 1% (@) B = b—1 )
(a, b)y = w™ s avec  m(b) s(p(w 0

[On convient d’écrire S(¢c) au lieu de S(?) si ¢ est un élément de A,.]

On sait (ef. Chap. IV, prop. 17) que z (w—1) = ¢/(p — 1), ce qui montre
bien que ¢ est un entier. D'autre part, la linéarité du symbole (a, ), permet de s¢
borner au cas oll a est une uniformisante de K. Soit = une raeine p-i2mede g, et soit
L = K(=); on peut appliquer la prop. 5 & I'extension L/K. Choisissons le générateur
s de G(L/K) de telle sorte que =*~! = w; on voit alors que '

Ct=epf(p—1), M=w—1, TrM)=p(w—1).
Dou: . )
- —gf =1
(LK) =+, avec m(}) = s(p(w ] 1)).
On a donc (a, §), = =4Sl = ™, c.q.fd.

Exercices. 1. Les notations étant celles de la prop. 5, montrer que I'on a :
)y =—r =" mod. p,.

2. Les notations étant celles de 1a prop. 6, montrer que ’extension K(b¥7)/K est non ramifide,
et en déduire une autre démonstration de la proposition en question.

3. Les notations étant celles de la prop. 6, soient i et j deux entiers > 0 tels que i 4 j = £
Soxt ank et soit beU-’ Démontrer la formule :

(a—1) (b—1)
(a’ b)' i w ( ple—1) )
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